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摘要:由于生鲜食品具有易腐性、时鲜性、损耗性等特点,其供应链库存问题成为管理的难点.考虑了

生鲜食品供应商和零售商的保鲜努力水平,对基本变质库存模型进行了改进,构建了生鲜食品价格和

新鲜度因素影响下的时变需求率;考虑收益共享比例和成本共担比例两个合作参数,并在连续时间背

景下采用变分法建立了联合库存控制和分散库存控制两种模式下的供应链库存控制微分对策模型,
通过求解发现当约束方程组有解时Nash均衡存在.最后通过数值仿真,比较了两种库存控制模式下

供应商和零售商的保鲜努力水平、库存水平以及供应链总利润变化情况,并给出了相应的建议.
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Abstract:Duetotheperishable,fresh,deterioratingcharacteristicsoffreshfood,theinventorycontrolof
thefreshfoodsupplychainisastrainformanagement.Thefundamentalmetamorphicinventorymodel
wasimproved,consideringthepreservationeffortsofsupplierandretailer,andpricesandfreshness
factorsaffectingtime-varyingdemandratewasbuilt.Revenuesharingparametersandcostsharing
parameterswereconsidered,andthevariationalmethodwasusedtosetupdifferentialgamemodels
includingjointlymanagedinventory(JMI)anddecentralizedinventorymanagement(DIM)underthe
backgroundofcontinuoustime.Nashequilibrium’sexistenceofconstraintequationswasprovedand
correspondingoptimalinventorydifferentialstrategieswereproposed.Finally,bynumericalsimulation,

preservationefforts,inventorychangesandtotalsupplychainprofitswereexploredunderthetwomodels
andcorrespondingsuggestionsweregiven.
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0 引言

生鲜食品是一类特殊的易腐品.由于生鲜食品

具有易腐性、时鲜性、损耗性等特点以及消费者对生

鲜食品质量安全和饮食健康的关注,其库存控制成

为库存研究中最具动态性和复杂性的问题之一[1-2].
近年来,国内外学者对于生鲜食品库存控制的

研究主要集中在保质期约束、需求特征、变质率特

点、优化算法等层面.Duan和Liao[3]建立了一种在

货架期约束下基于旧库存比率的一个供应商和多个

买方构成的库存控制模型,在集中控制模式下可以

降低废弃率;Lee和Dye[4]在允许短缺和部分积压

情形下,构建了库存需求率和可控变质率影响下的

易逝品库存管理模型,并给出了寻找最优保鲜技术

成本和补货计划的算法;Taleizadeh等[5]假设市场

需求是确定性和价格敏感的,研究了一个供应商和

多个非竞争的零售商组成的二级易腐品供应链,通
过Stackelberg博弈方法建立了供应商管理库存

(vendormanagedinventory,VMI)模型;Qin等[6]

在生鲜食品数量和质量相似衰变率情形下,构建了

受库存、质量和价格影响的需求函数和定价库存联

合模型;Majumder等[7]考虑延期支付、信贷期限因

素,研究了一个集成的供应商和零售商拥有两个仓

库的库存模型,通过广义简约梯度法(generalized
reducedgradient,GRG)求得最优集成成本;张思

和张庆[8]考虑服务水平影响,提出了需求影响系数

的概念,研究了分散库存模式和集中库存控制模式,
建立了包含需求影响系数的电商渠道以及传统渠道

库存管理模型;Soysal等[9]在环境和需求因素的不

确定性下,建立了易腐品库存路径问题(inventory
routingproblem,IRP),认为集成的库存模型可以

节约总成本;Coelho和Laporte[10]运用分支切割算

法,研究了易腐品库存管理,提出旧货先卖和新货先

卖两种策略.
另外,一些学者围绕生鲜食品供应链库存的补

货及降损策略[11-12],在考虑了库存种类多寡[13-15]、
仓库及供应链级数差异[16-17]、资金时间价值或延期

付款[18-19]等因素的库存管理策略方面也有较多研

究.但以上研究大多是基于静态博弈的视角,较少运

用动态博弈的方法来分析.动态博弈方法能够体现

生鲜食品供应链库存变动持续性和过程动态性的特

点,而微分对策是一种动态博弈,能够从连续时间动

态角度进行分析,是处理双方或多方连续动态冲突、

竞争或合作问题的有效方法,目前其较多地被应用

于广告合作[20-21]、企业声誉[22]、质量控制[23-24]、供应

链回收[25]及协调[33]等方面的研究,而应用于生鲜

食品供应链库存控制的研究则很少见.生鲜电商通

常的保鲜努力主要有采用射频识别技术(RFID)、时
温指示器(TTI)、温度和湿度管理、冷链协同运输、
新鲜度信号传递等方式,技术层面较多结合了生化

中的阿伦尼乌斯方程(Arrheniusequation),管理层

面上,通过协同管理生鲜质量进而影响企业声誉,不
管是技术还是管理,均对生鲜企业的效益带来明显

提高,不仅影响市场需求也影响着库存变化.本文考

虑生鲜食品供应商和零售商的保鲜努力水平,对基

本变质库存模型进行改进,构建生鲜食品价格和新

鲜度因素影响下的时变需求率,并引入收益共享比

例与成本共担比例的合作参数,在连续时间背景下

采用变分法建立了联合库存控制(jointlymanaged
inventory,JMI)和分散库存控制(decentralized
inventorymanagement,DIM)两种模式下生鲜食品

供应链库存控制的微分对策模型,并提出了相关策

略,为生鲜食品供应链库存控制问题提供了新的思

路和方法.
由此可见,针对生鲜食品具有易腐性、时鲜性、

损耗性等特点,本论文将以供应链视角,研究基于保

鲜努力和生鲜质量易逝特征的供应商和零售商库存

保鲜努力策略以及相应的库存策略.因此,本研究的

主要研究对象是生鲜供应链主体企业,主要问题是

生鲜供应商企业和零售商企业如何针对不同保鲜努

力水平进行库存策略制定以及合作协调机制设计.

1 问题描述与基本假设

1.1 问题描述

本文所考虑的供应链是由一个供应商S和一个

零售商R组成的二级生鲜食品供应链,其供应链库

存控制模式分为分散库存控制模式(图1)和联合库

存控制模式(图2),前者是供应商和零售商各自单

独管理库存并承担其库存和保鲜成本,后者是由供

应商和零售商在收益共享和成本共担机制下协同管

理库存.本论文所研究的是保鲜努力水平以及生鲜

产品质量变化对于不同库存控制模式的决策.
由于联合库存控制可以降低供应链体系中的牛

鞭效应,减少库存周转从而保证生鲜食品质量,因此

在联合库存控制模式下,为激励生鲜零售商与供应

商长期合作,供应商与零售商进行收益共享,供应商
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图1 生鲜食品供应链分散库存控制模式

Fig.1 Decentralizedinventorymanagement(DIM)

infreshfoodsupplychain

图2 生鲜食品供应链联合库存控制模式

Fig.2 Jointlymanagedinventory(JMI)

infreshfoodsupplychain

的收益分享比例占1-ω,ω∈(0,1),并且零售商

对联合库存和保鲜成本的共担比例为1-λ,λ∈
(0,1).收益共享是由上游供应商将其利润部分进

行分成,在上游供应商利润分成激励中,下游的零售

商需要分担联合库存和保鲜成本.收益共享契约的

决策主体是供应商,成本共担决策的主体是零售商.
联合库存控制中收益共享和成本共担,这在生鲜供

应链上较为常见,也是供应链纵向一体化的需求,有
利于企业提高库存的水平以及生鲜产品的时效性要

求得到满足,减少了由于双方分散决策带来的双重

边际效益.
1.2 基本假设

①生鲜食品为单一品种,生鲜供应商和零售商

有着相同且大于零的资金贴现率ρ,生鲜食品的交

易过程在保质期内进行,假定市场类型为垄断竞争

市场,并且生鲜食品供应商和零售商都是理性人,决
策依据自身利润最大化原则进行,双方风险偏好为

中性.
②假设生鲜食品在流通过程中的价值损失体现

在生鲜食品新鲜度变化上,新鲜度的衰减由人为损

耗和自然损耗所造成,人为损耗指顾客拣选、挑剔过

程的损耗,自然损耗主要指温度和湿度影响的腐败

变质,借鉴文献[26-28]的研究,假设生鲜食品的新

鲜度变化函数为θ(t)=θ0e-ηt,η为腐败变质率.
③借鉴文献[29-30]的思想,假设生鲜食品供应

链的需求函数为D(t)=[c-δP(t)]θ0e-ηt,本文将

基本变质库存模型进行改进,具体微分方程表示

如下:

I
·
(t)=-D(t)-ηI(t)+αS(t)+βR(t)=

αS(t)+βR(t)+[δP(t)-c]θ0e-ηt-ηI(t),
I(0)=I0.

其中,α为供应商的保鲜努力水平对生鲜食品联合

库存的影响系数;β为零售商的保鲜努力水平对生

鲜食品联合库存的影响系数;δ为零售市场销售价

格对需求率的影响系数;c为市场潜在需求常数;
I0为初始库存;S(t)为供应商的保鲜努力水平;
R(t)为零售商的保鲜努力水平;P(t)为零售市场

销售价格.
④借鉴文献[31]对库存竞争性产品的研究,本

文假设渠道销售期期望收益是关于库存的严格凹函

数,为方便研究,本文将生鲜食品供应链的收益关于

库存的函数表示为

πSR(t)=π(I(t))=aI(t)-bI(t)2,
其中,a和b为常数.

⑤供应商和零售商的保鲜努力成本函数为凸函

数,保鲜努力水平越高,则继续提高的成本越高.因
此,假设供应商和零售商的保鲜努力成本函数为

CS(t)=
1
2k1S

2(t),CR(t)=
1
2k2R

2(t).

其中,k1和k2分别为供应商和零售商保鲜努力的

成本系数.
本文其他符号含义如下:t为时间变量;T 为

生鲜食品保质期;h为单位库存持有成本;W(t)为
供应商给零售商的批发价格;πSR(t)为DIM模式

下生鲜食品供应链在时刻t的总收益;πC(t)为

JMI模式下生鲜食品供应链在时刻t的总收益;
JS(t)为生鲜食品供应商在销售期结束时的期望收

益;JR(t)为生鲜食品零售商在销售期结束时的期

望收益;S*(t)为供应商最优保鲜努力水平;
R*(t)为零售商的最优保鲜努力水平;VS(I(t),t)
为供应商从时刻t之后的库存状态最优值函数;
VR(I(t),t)为零售商从时刻t之后的库存状态最

优值函数.

2 分散库存控制模式的微分对策模型

分散库存控制是一个由多个仓库组成的基于协

调中心的库存控制模式,各个仓库在地理位置上可

以位于同一个地点,也可以分布在不同地点,但大多

将库存建立在市场所在地区附近,便于对市场需求
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变化做出快速反应.生鲜食品供应商和零售商各自

单独管理库存时,供应商和零售商承担各自的保鲜

努力成本以及库存持有成本,供应商库存和零售商

库存初始库存量相互独立,在该模式下供应商的保

鲜努力水平会影响到零售商的库存,而零售商的保

鲜努力水平不会影响到供应商的库存,易知供应商

和零售商的库存微分方程为

I
·

s(t)=αS(t)+[δW(t)-c]θ0e-ηt-ηIs(t),

I
·

r(t)=αS(t)+βR(t)+
[δP(t)-c]θ0e-ηt-ηIr(t)

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(1)
  根据上文假设,可得生鲜食品供应商和零售商

在生鲜食品保质期内的期望收益分别为

JS =∫
T

0
e-ρt aIs(t)-bIs(t)2-[CS(t)+hIs(t)]  dt,

JR =∫
T

0
e-ρt aIr(t)-bIr(t)2-[CR(t)+hIr(t)]  dt

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2)

因此,供应商和零售商的决策目标如下:

VS(Is(t),t)=max
S(t)

JS(S(t))=max
S(t)∫

T

0
e-ρt aIs(t)-bIs(t)2-[CS(t)+hIs(t)]  dt (3)

VR(Ir(t),t)=max
R(t)

JR(R(t))=max
R(t)∫

T

0
e-ρt aIr(t)-bIr(t)2-[CR(t)+hIr(t)]  dt (4)

  为方便论述,下文将时间变量t符号省略,记:
FS(S(t),Is(t),t)=aIs-bI2s-(CS +hIs),

FR(R(t),Ir(t),t)=aIr-bIr
2-(CR +hIr).

  命题2.1 生鲜食品供应链分散库存控制模式下的微分对策问题,满足如下 HJB(Hamilton-Jacobi-
Bellman)方程[32]:

∂VS

∂t =-max
S(t)

FS(S(t),Is(t),t)e-ρt+
∂VS

∂Is
[αS+(δW -c)θ0e-ηt-ηIs]  ,

∂VR

∂t =-max
R(t)

FR(R(t),Ir(t),t)e-ρt+
∂VS

∂Ir
[αS+βR+(δP-c)θ0e-ηt-ηIr(t)]  

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

  由命题2.1易知,供应商和零售商决策目标满足的HJB方程如下:

ρVS =max
S(t)

aIs-bI2s-[CS +hIs]+
∂VS

∂Is
[αS+(δW -c)θ0e-ηt-ηIs]  

ρVR =max
R(t)

aIr-bIr
2-[CR +hIr]+

∂VR

∂Ir
[αS+βR+(δP-c)θ0e-ηt-ηIr]  

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(6)

  由式(6)对S、R 求一阶条件,可得

S=
αV'S
k1
,R=β

V'R
k2

(7)

  命题2.2 ①生鲜食品供应链分散库存控制模式下,其最优的库存微分对策为

Is(t)=(I0+
C2

A1+η
+
B1

A1
)eA1t-

B1

A1
-

C2e-ηt

A1+η
,

Ir(t)=eA2t-
C1e-ηt

A2+η
-

E
A2

+B2[(
I0
A2

+
C2

(A1+η)A2
+

B1

A2A1
)eA1t-

B1

A2A1
-

C2e-ηt

(A1+η)A2
].

其中,A1=
2α2l*1
k1 -η,A2=

2β2l*2
k2 -η,B1=

α2m*
1

k1
,B2=

2α2l*1
k1

,C1=(δP-c)θ0,C2=(δW -c)θ0,

E=
α2m*

1

k1 +β2m*
2

k2 .

②供应商和零售商具有Nash均衡解S*(t)和R*(t)的必要条件是下列关于未知参数l1,l2,m1,m2,
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n1,n2的方程组有解(l*1,l*2,m*
1,m*

2,n*
1,n*

2).

ρl1=-b+
2α2l21
k1 -2l1η,

ρm1=a-h-ηm1+
2α2l1m1

k1 +2l1(δW -c)θ0e-ηt,

ρn1=
α2m2

1

2k1 +m1(δW -c)θ0e-ηt,

ρl2=-b-2l2η+
2α2l21
k1 +

2β2l22
k2

,

ρm2=a-h-ηm2+
2α2l1m1

k1 +
2β2l2m2

k2 +2l2(δP-c)θ0e-ηt,

ρn2=
α2m2

1

2k1 +β2m2
2

2k2 +m2(δP-c)θ0e-ηt.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  因此可知,在分散库存控制模式下生鲜食品供应链的总利润为

πSR(t)=a[Is(t)+Ir(t)]-bIs(t)2-bIr(t)2=

(aI0+
aC2

B1
+
aB1

A1
)eA1t-

aB1

A1
-
aC2e-ηt

B1
+aeA2t+

aC1e-ηt

A2+η
-

aE
A2

+B2[(
aI0
A2

+
aC2

B1A2
+

aB1

A2A1
)eA1t-

aB1

A2A1
-
aC2e-ηt

B1A2
]-b[(I0+

C2

B1
+
B1

A1
)eA1t-

B1

A1
-
C2e-ηt

B1
]2-

beA2t+
C1e-ηt

A2+η
-

E
A2

+B2[(
I0
A2

+
C2

B1A2
+

B1

A2A1
)eA1t-

B1

A2A1
-
C2e-ηt

B1A2
]  
2

(8)

  命题2.1和2.2的证明见附录.

3 联合库存控制模式微分对策模型

联合库存控制模式是一种在VMI的基础上发展起来的上游企业和下游企业权力责任平衡和风险共担

的库存管理模式.联合库存管理强调供应链中各个节点同时参与,共同制定库存计划.由于生鲜食品的易腐

性、时鲜性、损耗性等特点,其在生产加工、运输配送、销售存储等过程中价值损失较大,而联合库存控制是一

种基于协调中心的库存控制方法,可以解决供应链体系中的牛鞭效应并降低库存成本.在联合库存控制模式

下,根据上文假设,可得生鲜食品供应商和零售商在生鲜食品保质期内的期望收益分别为

JS(S(t))=∫
T

0
e-ρt [(1-ω)πC(t)]-λ[CS(t)+hI(t)]  dt (9)

JR(t)=∫
T

0
e-ρt [ωπC(t)]-(1-λ)[CS(t)+hI(t)]  dt (10)

因此供应商和零售商的决策目标如下:

VS(I(t),t)=max
S(t)

JS(S(t))=max
S(t)∫

T

0
e-ρt [(1-ω)πC(t)]-λ[CS(t)+hI(t)]  dt (11)

VR(I(t),t)=maxJR(R(t))=max∫
T

0
e-ρt [ωπC(t)]-(1-λ)[CS(t)+hI(t)]  dt (12)

  命题3.1 ①生鲜食品供应链联合库存控制模式下,其最优的库存微分对策为

I*(t)=(I0+
C1

A3+η
+
B3

A3
)eA3t-

B3

A3
-

C1e-ηt

A3+η
,

其中,A3=
2α2l*3
λk1 -η,B3=

α2m*
3

λk1 .

②联合库存控制模式下有Nash均衡解S*(t)的必要条件是下列关于未知参数l3,l4,m3,m4,n3,n4的
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方程组有解(l*3,l*4,m*
3,m*

4,n*
3,n*

4).

ρl3=-b(1-ω)+
2α2l32

λk1 -2l3η,

ρm3=a(1-ω)+
2α2l3m3

λk1 +2l3(δP-c)θ0e-ηt-λh-m3η,

ρn3=
α2m3

2

2λk1 +m3(δP-c)θ0e-ηt,

ρl4=-bω-
2(1-λ)α2l32

λ2k1 +
4α2l3l4
λk1 -2l4η,

ρm4=aω-
2(1-λ)α2l3m3

λ2k1 +
2α2(l3m4+l4m3)

λk1 +2l4(δP-c)θ0e-ηt-(1-λ)h-m4η,

ρn4=-
(1-λ)α2m3

2

2λk1 +
α2m3m4

λk1 +m4(δP-c)θ0e-ηt.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  因此可知,在联合库存控制模式下生鲜食品供应链的总利润为

πC(t)=(aI0+
aC1

A3+η
+
aB3

A3
)eA3t-

aB3

A3
-
aC1e-ηt

A3+η
-b[(I0+

C1

A3+η
+
B3

A3
)eA3t-

B3

A3
-

C1e-ηt

A3+η
]
2

(13)
  命题3.1的证明见附录.

  由上述可知,在分散库存控制模式和联合库存

控制模式下,生鲜食品供应商和零售商的库存和保

鲜努力水平的最优对策会随着时间而改变,这体现

了生鲜食品供应商和零售商双方博弈关系的时间关

联,由于博弈与时间密切相关,某一时刻的最优库存

和最优保鲜努力水平可能在下一时刻不能带来最大

收益,因此动态的、随时间变化的库存和保鲜努力策

略才具有实际应用价值.由式(8)和(13)可知,分散

库存控制模式和联合库存控制模式下生鲜食品供应

链的总利润是关于时间不断变化的,考虑到本文模

型结果的形式相对复杂,为比较分散库存控制模式

和联合库存控制模式下生鲜食品供应商和零售商的

最优保鲜努力水平差异、库存变化以及供应链的总

利润均衡变化情况,下文将进行算例仿真来进一步

分析.

4 数值算例

本节对上文模型进行数值算例分析,借助

MATLAB求得约束方程组的解析解,并在软件

Origin9上进行数据绘图.为方便计算说明,算例部

分不考虑量纲影响,模型所设参数具体取值如下:

ρ=0.05;η=0.02;α=0.6;β=0.4;δ=0.5;c=25;
θ0=1;W=-0.04t2+0.9t+9;I0=1000;k1=0.6;

k2=0.4;a =8;b=0.0017;h =6;T =30;P=
-0.05t2+t+15;λ=0.75;ω=0.25.

将以上参数代入命题2.2②和3.1②中的约束

方程组,求得部分解的结果如下:
l1≈-0.0156;l2≈-0.0139;
l3≈-0.0117;l4≈-0.0039.

  由图3可知,一个销售周期内,在分散库存控制

模式下,生鲜食品供应商的最优保鲜努力水平逐渐

提高,而零售商的最优保鲜努力水平先降低后提高,
并且不难发现,生鲜食品销售初期和接近保质期时

零售商的保鲜努力水平高于供应商的,销售中期时

供应商的保鲜努力水平高于零售商的;在联合库存

控制模式下,供应商的最优保鲜努力水平不断提高,
且在销售中期高于分散库存控制模式下的供应商的

最优保鲜努力水平.
由图4可知,生鲜食品供应链在分散库存控制

模式下,供应商的库存随着时间呈下降趋势,零售商

的库存随着时间先有增加后有逐渐下降趋势;在联

合库存控制模式下,供应链的总库存随着时间呈下

降趋势,并且该模式下,产品销售的前期和接近保质

期时,供应链的总库存要高于分散库存控制模式下

的,而销售中期时则低于分散库存控制模式下的.由
此可见,对于生鲜食品供应链企业而言,做好库存管
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图3 DIM模式和JMI模式下生鲜食品供应商

和零售商的保鲜努力水平变化

Fig.3 Convergentleveloffreshfoodpreservation
effortsofsupplierandretailerunderDIMandJMI

理的关键在于在生鲜食品的销售初期做好库存的预

警和有效周转,以防仓库爆满,并且在生鲜食品的货

架期来临之际,供应商应积极做好宣传促销,因为在

生鲜食品保质期到来前,供应商的库存水平比较稳

定,容易造成生鲜食品长期积压,难以销售.

图4 DIM模式和JMI模式下生鲜食品供应链

库存随时间变化情况

Fig.4 Convergentlevelofinventoryoffresh
foodsupplychainunderDIMandJMI

由图5可知,在分散和联合库存控制模式下,随
着生鲜食品保质期的临近,其供应链总利润都呈下

降趋势,并且在生鲜食品销售的前中期,分散库存控

制模式下的供应链总利润高于联合库存控制模式下

的,而临近生鲜食品保质期时则正好相反.另外,对
于供应商而言,联合库存模式比分散控制模式能获

得更多的利润,而对于零售商而言,在生鲜食品保质

期临近时,联合库存控制模式较优.由此可见,对于

生鲜食品供应链企业来说,在产品的销售中期和末

期寻求合作机制,建立库存联合控制中心是有利于

供应链整体和主体企业利润增加的.

图5 DIM模式和JMI模式下生鲜食品供应链

总利润随时间变化情况

Fig.5 Convergentleveloftotalprofitoffreshfood
supplychainunderDIMandJMI

5 结论

本文对生鲜食品供应链库存控制问题进行了研

究,在库存建模中,考虑了生鲜食品供应商和零售商

保鲜努力水平、生鲜食品价格、新鲜度因素对生鲜食

品时变需求率的影响,将基本变质库存模型进行了

改进,考虑收益共享参数和成本共担参数,并在连续

时间背景下采用变分法建立了联合库存控制和分散

库存控制两种模式下的供应链库存控制的微分对策

模型.通过算例仿真,不难发现通过收益共享和成本

共担契约的合理设计,可以一定程度上提高供应链的

总利润以及增加企业利润.由于在库存微分对策求解

过程中,关于泛函的变分问题是否有解、是否具有解

析解严格依赖于关于库存泛函的微分方程具体结构,
因此在非退化情形下结合实践中参数差异进行求解

仍是一个难点.同时,考虑生鲜食品双渠道情形、库存

缺货或交付延迟等情况也将是本文后续的研究方向.
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附录

命题2.1,2.2和3.1的证明如下.
命题2.1证明 由动态规划最优性原理知,若S*(s)(t≤s)是供应商从t时刻供应商库存Is(t)开始

的最优保鲜努力水平,则S*(s)(t≤s)一定是从t+Δt时刻供应商库存Is(t+Δt)开始的最优保鲜努力水

平,由式(3)知:

VS(Is(t+Δt),t+Δt)=max
S(t)∫

T

t+Δt
FS(S(s),Is(s),s)e-ρsds,

又∵

VS(Is(t),t)=max
S(t)∫

t+Δt

t
FS(S(s),Is(s),s)e-ρsds+∫

T

t+Δt
FS(S(s),Is(s),s)e-ρsds  =

max
S(t)∫

t+Δt

t
FS(S(s),Is(s),s)e-ρsds+VS(Is(t+Δt),t+Δt)  (A1)

当Δt→0,则有

∫
t+Δt

t
FS(S(s),Is(s),s)e-ρsds≈FS(S(s),Is(s),s)e-ρs·Δt (A2)

并且Is(t+Δt)≈Is(t)+I'S(t)Δt,∴VS(Is(T+Δt),T+Δt)≈VS(Is(t)+I's(t)Δt,T+Δt).
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将VS(Is(t)+I'S(t)Δt,t+Δt)对Δt进行Taylor展开,有

VS(Is(t)+Δt,t+Δt)≈VS(Is(t),t)+
∂VS

∂Is(t)I's
(t)Δt+

∂VS

∂tΔt (A3)

将式(A2)和(A3)代入到式(A1),有

VS(Is(t),t)≈max
S(t)

FS(S(s),Is(s),s)e-ρs·Δt+VS(Is(t),t)+
∂VS

∂Is(t)I's
(t)Δt+

∂VS

∂tΔt  ⇒
0=max

S(t)
FS(S(s),Is(s),s)e-ρs·Δt+

∂VS

∂Is(t)I's
(t)Δt+

∂VS

∂tΔt  .

即得到式(A3)所示决策目标的HJB方程:
∂VS

∂t =-max
S(t)

FS(S(t),Is(t),t)e-ρt+
∂VS

∂Is
[αS+(δW -c)θ0e-ηt-ηIs]  .

  同理可证零售商决策目标的HJB方程,因此命题2.1得证.

命题2.2证明 将式(10)代入到式(9),整理得

ρVS =-bI2s+(a-h-ηV'S)Is+
α2V2'S
2k1 +V'S(δW -c)θ0e-ηt,

ρVR =-bIr
2+(a-h-ηV'R)Ir+(

α2V2'S
2k1 +β2V2'R

2k2
)+V'R(δP-c)θ0e-ηt

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(A4)

  由式(A4)易知其存在关于Is 和Ir 的二次多项式的解,因此不妨设分散库存控制模式下供应商和零售

商的最优值函数具有如下表达式:
VS =l1I2s+m1Is+n1,VR =l2I2r+m2Ir+n2 (A5)

式中,l1,l2,m1,m2,n1,n2为待定的未知系数,将式(A5)和V'S=2l1Is+m1,V'R=2l2Ir+m2代入到式(A4),
整理得

ρl1=-b+
2α2l21
k1 -2l1η,

ρm1=a-h-ηm1+
2α2l1m1

k1 +2l1(δW -c)θ0e-ηt,

ρn1=
α2m2

1

2k1 +m1(δW -c)θ0e-ηt,

ρl2=-b-2l2η+
2α2l21
k1 +

2β2l22
k2

,

ρm2=a-h-ηm2+
2α2l1m1

k1 +
2β2l2m2

k2 +2l2(δP-c)θ0e-ηt,

ρn2=
α2m2

1

2k1 +β2m2
2

2k2 +m2(δP-c)θ0e-ηt.

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(A6)

求得在分散库存控制模式下,供应商和零售商的最优保鲜努力水平为

S*=
2αl*1Is+αm*

1

k1
,R*=

2βl*2Ir+βm*
2

k2
(A7)

  将式(A7)代入到式(A1)整理得

I
·

s(t)=[
2α2l*1
k1 -η]Is+

α2m*
1

k1 +(δW -c)θ0e-ηt,

I
·

r(t)=
2α2l*1
k1 Is+(

2β2l*2
k2 -η)Ir+

α2m*
1

k1 +β2m*
2

k2 +(δP-c)θ0e-ηt

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(A8)

记A1=
2α2l*1
k1 -η,A2=

2β2l*2
k2 -η,B1=

α2m*
1

k1
,B2=

2α2l*1
k1

,C1=(δP-c)θ0,C2=(δW-c)θ0,E=
α2m*

1

k1 +
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β2m*
2

k2
,借助Matlab软件dsolve函数,求得满足边界条件Is(0)=I0的特解为

Is(t)=(I0+
C2

B1
+
B1

A1
)eA1t-

B1

A1
-
C2e-ηt

B1
,

Ir(t)=eA2t-
C1e-ηt

A2+η
-

E
A2

+B2[(
I0
A2

+
C2

B1A2
+

B1

A2A1
)eA1t-

B1

A2A1
-
C2e-ηt

B1A2
]

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(A9)

  所以,命题2.2得证.
命题3.1证明 由HJB方程的等价形式,可得下式成立:

ρVS =max
S(t)

FS(S(t),I(t),t)+
∂VS

∂I
[αS+(δP-c)θ0e-ηt-ηI]  ,

ρVR =max
R(t)

FR(S(t),I(t),t)+
∂VR

∂I
[αS+(δP-c)θ0e-ηt-ηI]  

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(A10)

  由式(A10)对S求一阶条件可得

S=
αV'S
λk1

(A11)

  将式(A11)代入到式(A10),整理得

ρVS =(1-ω)(aI-bI2)-λ(
α2V2'S
2λ2k1+

hI)+V'S[
α2V'S
λk1 +(δP-c)θ0e-ηt-ηI],

ρVR =ω(aI-bI2)-(1-λ)(
α2V2'S
2λ2k1+

hI)+V'R[
α2V'S
λk1 +(δP-c)θ0e-ηt-ηI]

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(A12)

  由式(A12)微分方程组的阶数,易知VS 和VR 存在关于I的二次多项式解,因此不妨设供应商和零售商

的最优值函数具有以下表达式:
VS =l3I2+m3I+n3,
VR =l4I2+m4I+n4 (A13)

式中,l3,l4,m3,m4,n3,n4为待定未知系数,将式(A13)代入(A12),得

ρl3I2+ρm3I+ρn3=(1-ω)(aI-bI2)-λ(
α2V2'S
2λ2k1+

hI)+V'S[
α2V'S
λk1 +(δP-c)θ0e-ηt-ηI],

ρl4I2+ρm4I+ρn4=ω(aI-bI2)-(1-λ)(
α2V2'S
2λ2k1+

hI)+V'R[
α2V'S
λk1 +(δP-c)θ0e-ηt-ηI]

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(A14)
  将V'S=2l3I+m3和V'R=2l4I+m4代入式(A14),整理得

ρl3=-b(1-ω)+
2α2l32

λk1 -2l3η,

ρm3=a(1-ω)+
2α2l3m3

λk1 +2l3(δP-c)θ0e-ηt-λh-m3η,

ρn3=
α2m3

2

2λk1 +m3(δP-c)θ0e-ηt,

ρl4=-bω-
2(1-λ)α2l32

λ2k1 +
4α2l3l4
λk1 -2l4η,

ρm4=aω-
2(1-λ)α2l3m3

λ2k1 +
2α2(l3m4+l4m3)

λk1 +

   2l4(δP-c)θ0e-ηt-(1-λ)h-m4η,

ρn4=-
(1-λ)α2m3

2

2λk1 +
α2m3m4

λk1 +m4(δP-c)θ0e-ηt

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(A15)
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  因此,若方程组(A15)有解(l*3,l*4,m*
3,m*

4,n*
3,n*

4),则式(A12)可以表示为

VS =l*3I2+m*
3I+n*

3,

VR =l*4I2+m*
4I+n*

4  ⇒V'S=2l
*
3I+m*

3,

V'R=2l*4I+m*
4  (A16)

  将式(A16)代入式(A11),求得联合库存控制模式下的最优保鲜努力水平为

S*=
2αl*3I+αm*

3

λk1
(A17)

  将式(A17)代入到联合库存控制模式下的生鲜食品库存微分方程,即:

I
·
(t)=αS(t)+[δP(t)-c]θ0e-ηt-ηI(t),

通过整理得到

I
·
(t)=

2α2l*3I+α2m*
3

λk1 +(δP-c)θ0e-ηt-ηI=[
2α2l*3
λk1 -η]I+

α2m*
3

λk1 +(δP-c)θ0e-ηt (A18)

记A3=
2α2l*3
λk1 -η,B3=

α2m*
3

λk1
,则一阶非齐次线性微分方程I

·
(t)=A3I+B3+C1e-ηt 具有通解I(t)=

e∫A3dt(∫[B3+C1e-ηt]e-∫A3dtdt+D),D 为任意常数.借助 Matlab软件dsolve函数,求得满足边界条件

I(0)=I0的特解为

I(t)=(I0+
C1

A3+η
+
B3

A3
)eA3t-

B3

A3
-

C1e-ηt

A3+η
(A19)

  命题3.1得证.
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