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0 引言

近年来,对Atiyahclass的研究方兴未艾.文献

[1]最早在探究全纯向量丛上全纯联络存在的阻碍

时提出了Atiyahclass.此后,许多学者开始关注并

探究Atiyahclass.文献[2]定义了一种Atiyahclass
来对黎曼叶状结构进行研究.文献[3-4]基于上同调

与Operad理论对Atiyahclass进行更深入的研究,
并揭示出Atiyahclass与Rozansky-Witten不变量

之间的关系.文献[5]以微分分次代数为依据,阐述

了Atiyahclass.文献[6]对dg-vectorbundle定义了

Atiyahclass.文献[7]对李代数胚上的向量丛定义

了Atiyahclass.文献[8]基于Atiyahclass的相关

理论,对李代数胚定义了Rozansky-Witten不变量.
文献[9]定义了李双代数的Atiyahclass,并探究了

一些基本性质.
李双代数是代数理论中重要的研究内容,与李

代数理论有着紧密的联系.文献[10]详细介绍了李



双代数的相关理论.文献[11]对实数域上所有三维

李双代数进行了分类.本文利用上同调类 [γ]∈
H1(g,g􀱋g)和文献[9]中的结果给出李双代数

Atiyahclass的简化定义,并根据李双代数的一些相

关理论及分类结果,详细计算了实数域上三维李双

代数的Atiyahclass.

1 预备知识

首先对文中出现的一些符号进行简要说明.在
本文中,我们假设李代数是实数域RR上的有限维向

量空间.
设g是李代数,向量空间M 是一个g模,ρ为g

到End(M)的同态映射,那么g作用在M 上即可表

示为

g×M →M:(x,m)→ρ(x)·(m),

∀x∈g,∀m ∈M.
  设g是李代数,向量空间g􀱋g与g􀱋End(g*)
的g模结构分别定义如下:

ρ(x)·(y􀱋z)=adx(y)􀱋z+y􀱋adx(z),

∀x,y,z∈g.

ρ(x)·(y􀱋T)=adx(y)􀱋T+y􀱋[-ad*
x,T],

∀x,y∈g,∀T∈End(g*).
  设g是李代数,向量空间 M 是一个g模,我
们称:

Ck(g,M)={f:∧kg→M|f是线性映射}
(k为非负整数)

是g的(M 值)k上链空间.
设δ0:C0(g,M)=M →C1(g,M),即对∀m∈

M,x∈g,有(δ0m)(x)=ρ(x)·m.
设δ1:C1(g,M)→C2(g,M),即对∀x,y∈

g,∀u∈C1(g,M),有 (δ1u)(x ∧y)=ρ(x)·
u(y)-ρ(y)·u(x)-u([x,y]).

我们易证δ1δ0=0.
设u∈C1(g,M),如果δ1u=0,则我们把1上

链u称为1闭上链;如果存在m ∈C0(g,M)=M,
有δ0m=u成立,则我们把1上链u称为1上边缘.

由此,我们称

H1(g,M)=ker(δ1)/Im(δ0)
为g的一阶上同调.

以下回顾李双代数的一些理论.

定义1.1[10] 设g是李代数,若对于线性映射

γ:g→g􀱋g,满足以下两个条件:
(i)γ的对偶映射tγ:g*􀱋g*→g* 是反对称双

线性映射,并且定义了g* 上的李括号形式,满足

Jacobi恒等式;
(ii)γ∈C1(g,g􀱋g)是1闭上链,且g通过伴

随表示ad(2)作用于g􀱋g;
则称(g,g*,γ)为李双代数.

条件(i)中1闭上链γ 可以通过以下式子定义

g* 上的一个李括号:
<[ξ,η],x>=<γ(x),ξ􀱋η>,

∀ξ,η∈g*,∀x∈g,
因此γ也可看成是g到g∧g的映射.

条件(ii)中的ad(2)表示g到g􀱋g的伴随表

示,即

ad(2):g→End(g􀱋g),

x→adx 􀱋id+id􀱋adx,∀x∈g.
因为γ∈C1(g,g􀱋g)是1闭上链,那也就意味着2
上链δ1γ=0,即

ad(2)
x (γ(y))-ad(2)

y (γ(x))-γ([x,y])=0,

∀x,y∈g.
  定义1.2 设 (g,g*,γ)是李双代数,映射γ:

g→g∧g是1闭上链,如果1闭上链也是1上边缘,
即存在R∈g∧g,有γ=δ0R 成立,则相应地称此

李双代数为上边缘李双代数,R∈g∧g为r矩阵.
从文献[9]中我们可知:设 (g,g*,γ)是李双代

数,映射γ:g→g􀱋g是1闭上链,F是g􀱋g到g􀱋
End(g*)的同态映射,即

F:g􀱋g→g􀱋End(g*),

x􀱋y→x􀱋(-ad*
y),∀x,y∈g,

则由F 可诱导出一个映射F*:H1(g,g􀱋g)→
H1(g,g􀱋End(g*)),满足

F*(α)(x)=F(α(x)),

∀α∈H1(g,g􀱋g),∀x∈g.
又设λ∈g* 􀱋g􀱋End(g*),并且对任意的x∈g,

μ∈g*,有λ(x,μ)=ad*
ad*μ (x)∈End(g

*),则λ可

看成是g到g􀱋End(g*)的一个映射,即λ:g→g􀱋
End(g*).

现在,我们有以下交换图表:
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    g􀱋g 
δ0
→ C1(g,g􀱋g) 

δ1
→  C2(g,g􀱋g) →…

     F↓
        F↓

          F↓

    g􀱋End(g*)
δ0
→C1(g,g􀱋End(g*))

δ1
→C2(g,g􀱋End(g*)) →….

  由于λ是g到g􀱋End(g*)的映射,因此λ∈
C1(g,g􀱋End(g*)),又因为γ是g到g􀱋g的映射,
则γ ∈C1(g,g􀱋g),由 图 表 的 交 换 性,可 得

λ=-F􀳱γ(这一结论的证明详见文献[9]),同时,
由[γ]∈H1(g,g􀱋g),可得到[λ]= -F*[γ]∈
H1(g,g􀱋End(g*)).

因此我们给出如下定义:
定义 1.3[9] 上 同 调 类 [λ]∈ H1(g,g􀱋

End(g*))称为李双代数(g,g*,γ)的Atiyahclass.

2 主要定理

在计算实数域上三维李双代数的Atiyahclass
时,我们需要了解以下引理与定理.以下引理与定理

中出现的ix 表示一种缩并映射,即对任意x∈g,
W ∈∧kg*,映射:

ix:∧kg* →∧k-1g*,
W →ixW.

设W=η1∧η2∧…s∧ηk,ηj∈g*,j=1,2,…,k,
则

ixW =ix(η1∧η2∧…∧ηk)=

∑
k

j=1
(-1)j+1<ηj,x>η1∧η2∧…∧η

︿
j∧…∧ηk.

  引理2.1 设g是实数域RR上一个三维李代数,
κ∈g*,A=A*:g*→g,且满足Aκ=0,则李代数g
的李括号形式由

[x,y]
△
􀪅􀪅iκ(x∧y)+A(ix∧yV*),

∀x,y∈g,V* ∈∧3g*  (1)

来确定;同样的,若g* 是RR上三维李代数,g* 上的

李括号形式由以下公式确定:

[α,β]
△
􀪅􀪅iξ(α∧β)+B(iα∧βV),

∀α,β∈g*,V ∈∧3g  (2)

式中,ξ∈g,B=B*:g→g*,并且满足Bξ=0.
证明 此引理详细证明见文献[11].
由引理2.1中李括号形式的确定方式,我们可

知:实数域上的三维李代数g与兼容对(κ,A)之间

存在一一对应关系,即每一对(κ,A)决定一种李代

数结构,每一兼容对 (κ,A,ξ,B)决定一种李双代

数结构.
为了确定李双代数 (g,g*,γ)中映射γ 的具体

形式,我们给出以下定理:
定理2.1 设 (g,g*,γ)是实数域RR上三维李

双代数,则对于线性映射γ:g→g∧g有以下公式

成立:
γ(x)=ξ∧x+iBx(V),
∀x∈g,ξ∈g,V∈∧3g (3)

  证明 对任意的α,β∈g*,我们有

<α∧β,γ(x)>=<[α,β],x>=      
<iξ(α∧β)+B(iα∧βV),x>=

<<ξ,α>β-<ξ,β>α,x>+<Biα∧βV,x>=
<ξ,α><β,x>-<ξ,β><α,x>+<iBxV,α∧β>=

<α∧β,ξ∧x>+<iBxV,α∧β>=
<α∧β,ξ∧x+iBxV>,∀x,y∈g.

因此,我们得到式(3)成立.
定理2.2 设 (g,g*,γ)是实数域RR上三维李

双代数,且存在r矩阵R ∈g∧g,则此李双代数

(g,g*,γ)的Atiyahclass[λ]=0.
证明 因为李双代数(g,g*,γ)存在r矩阵R,

所以有γ=δ0R 成立,则此李双代数是上边缘李双

代数,又δ1δ0=0,即δ1γ=δ1δ0R=0,所以[γ]=
0,又由定义1.3知:[λ]=-F*[γ],则李双代数

(g,g*,γ)的Atiyahclass[λ]=0.
在文献[9]中,我们已知:若 (g,g*,γ)是实数

域RR上三维李双代数,λ∈g* 􀱋g􀱋End(g*),满
足对任意的x∈g,μ ∈g*,有λ(x,μ)=ad*

ad*μ (x)

∈End(g*),则(g,g*,γ)的Atiyahclass[λ]=0当

且仅当存在一个线性映射S:g* →End(g*),使得

下列公式成立:
λ(x,μ)=ad*

x·S(μ)-S(μ)·ad*
x -S(ad*

x(μ)),
∀x∈g,μ∈g*  

(4)
  由此可知:在判断李双代数的Atiyahclass是

否为0时,关键在于是否存在线性映射S:g* →
End(g*),使得式(4)成立;如果直接计算去寻找使

式(4)成立的映射S,计算过程繁琐且困难,因此为

了方便计算,我们给出以下定理:
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定理2.3 设(g,g*,γ)是实数域RR上三维李双

代数,此李双代数(g,g*,γ)的Atiyahclass[λ]=0
当且仅当存在一个线性映射S:g* →End(g*),使

得下列式子成立:
F􀳱γ(x)=ρ(x)·S,∀x∈g (5)

  证明 因为映射S:g* →End(g*),令S∈
g􀱋End(g*),那么式(4)等价于

λ(x)=-ρ(x)·S,∀x∈g.
又由文献[9,定理1.1]我们有

λ=-F􀳱γ.
结合以上两个式子,我们即得到式(5).因此,要证李

双代数(g,g*,γ)的Atiyahclass[λ]=0,等价于证

明存在线性映射S:g* →End(g*),使得下式成立:
F􀳱γ(x)=ρ(x)·S,∀x∈g.

3 主要结果及计算

文献[11]已经对实数域上所有三维李双代数进

行了分类,并且每一类型李双代数结构都以 (κ,A,

ξ,B)的形式给出.现在,我们采用文献[11]中的记

号,计算并讨论由每一对(κ,A,ξ,B)决定的李双代

数的Atiyahclass是否为0.为了更加清晰地展示出

结果,我们将实数域上所有三维李双代数结构按照

是否存在r矩阵进行列表分类.
在文献[11]附表1中,关于κt=(0,0,1),A=

diag(1,0,0),B=diag(0,0,±1),ξt=0这一类型的

李双代数中是否存在r矩阵出现遗漏,现将其补充

完整,详见表1.
为了方便计算,我们设:{e1,e2,e3}为g的一组

基,{e*
1,e*

2,e*
3}为 g* 的 一 组 基,V ∈∧3g,

V* ∈∧3g*,特别地:我们取V =e1 ∧e2 ∧e3,
V*=e*

1 ∧e*
2 ∧e*

3.
3.1 存在r矩阵的情形

我们将存在r矩阵的三维李双代数 (g,g*,γ)
归类,如表1所示.

表1 实数域上存在r矩阵的三维李双代数

Tab.1 ThreedimensionalrealLiebialgebraswithexistenceofr-matrix

例 κt A B ξt r矩阵

1 (0,0,1) 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0  0 e3∧e1

2 (0,0,1) 0 diag(0,0,1) 0 1
2e1∧e2

3 (0,0,1) diag(a,a,0) diag(0,0,±1) 0 ±
1
2e1∧e2

4 (0,0,1) diag(a,-a,0) diag(0,0,1) 0 1
2e1∧e2

5 (0,0,1) diag(a,-a,0)
0 0 1
0 0 ±1
1 ±1 0  (-a,±a,0) e2∧e3±e3∧e1

6 (0,0,1) diag(1,0,0)
0 0 0
0 0 1
0 1 0  0 e3∧e1

7 (0,0,1) diag(1,0,0) diag(0,0,±1) 0 ±
1
2e1∧e2

8 0 diag(1,1,1) 0 (a,0,0) -ae2∧e3

9 0 diag(1,1,-1) 0 (a,0,0) -ae2∧e3

10 0 diag(1,1,-1) 0 (0,0,a) ae1∧e2

11 0 diag(1,1,-1) 0 (0,1,1) -e3∧e1+e1∧e2

12 0 diag(1,1,0) 0 (1,0,0) -e2∧e3

13 0 diag(1,-1,0) 0 (1,0,0) -e2∧e3

14 0 diag(1,-1,0) 0 (1,1,0) -e2∧e3+e3∧e1

  [注]a∈RR,a>0.
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  由定理2.2知,以上类型的李双代数的Atiyah
class[λ]=0.
3.2 不存在r矩阵的情形

当李双代数 (g,g*,γ)不存在r矩阵时,不能

直接判断其Atiyahclass是否为0,所以以下例子会

根据定理2.3,通过计算来分析是否存在线性映射

S:g* →End(g*),使得式(5)成立.
首先,我们将不存在r 矩阵的三维李双代数

(g,g*,γ)归类,如表2所示.

表2 实数域上不存在r矩阵的三维李双代数

Tab.2 ThreedimensionalrealLiebialgebraswithoutr-matrix

例 κt A B ξt Atiyahclass

1 (0,0,1) 0 diag(a,a,a) 0 [λ]≠0

2 (0,0,1) 0 diag(a,a,-a) 0 [λ]≠0

3 (0,0,1) 0 diag(a,-a,a) 0 [λ]≠0

4 (0,0,1) 0
a 0 0
0 0 a
0 a 0  0 [λ]≠0

5 (0,0,1) 0 diag(0,1,1) 0 [λ]≠0

6 (0,0,1) 0 diag(a,a,0) 0 [λ]≠0

7 (0,0,1) 0 diag(a,-a,0) 0 [λ]≠0

8 (0,0,1) 0 diag(0,1,-1) 0 [λ]≠0

9 (0,0,1) 0 diag(1,0,0) 0 [λ]≠0

10 (0,0,1) diag(a,a,0)
1
adiag

(ω,ω,0) (0,0,ω) [λ]≠0

11 (0,0,1) diag(a,-a,0)
1
adiag

(ω,-ω,0) (0,0,ω) [λ]≠0

12 (0,0,1) diag(1,0,0) diag(0,ω,ω) 0 [λ]≠0
13 (0,0,1) diag(1,0,0) diag(0,ω,-ω) 0 [λ]≠0
14 (0,0,1) diag(1,0,0) diag(0,ω,0) 0 [λ]≠0
15 0 diag(1,1,0) diag(0,0,±1) 0 [λ]≠0
16 0 diag(1,1,0) 0 (0,0,a) [λ]≠0
17 0 diag(1,1,0) diag(0,0,±1) (a,0,0) [λ]≠0
18 0 diag(1,-1,0) diag(0,0,1) 0 [λ]≠0
19 0 diag(1,-1,0) 0 (0,0,a) [λ]≠0
20 0 diag(1,-1,0) ±diag(0,0,1) (a,0,0) [λ]≠0
21 0 diag(1,-1,0) diag(0,0,1) (1,1,0) [λ]≠0
22 0 diag(1,0,0) ±diag(0,1,1) 0 [λ]=0
23 0 diag(1,0,0) diag(0,1,-1) 0 [λ]=0
24 0 diag(1,0,0) diag(0,0,±1) 0 [λ]=0

25 0 diag(1,0,0) 0 (0,0,1) [λ]≠0

26 0 diag(1,0,0) 0 (1,0,0) [λ]=0

27 0 diag(1,0,0) diag(0,ω,ω) (1,0,0) [λ]=0

28 0 diag(1,0,0) diag(0,a,-a) (1,0,0) [λ]=0

29 0 diag(1,0,0) diag(0,0,±1) (0,a,0) [λ]≠0

30 0 diag(1,0,0) diag(0,0,±1) (1,0,0) [λ]=0

  [注]a,ω∈RR,a>0,ω≠0.
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  接下来我们计算这些不存在r矩阵的李双代

数的Atiyahclass是否为0,下面给出表2中例1与

例22这两种类型的计算.
3.3 算例

例1 A=0,κt=(0,0,1),B=diag(a,a,a),

ξt=0;a∈RR,a>0.
首先,由式(1)我们可得到

[e1,e2]=0,[e2,e3]=-e2,[e3,e1]=e1;
又由

ade1e1=0,ade1e2=0,ade1e3=-e1;
ade2e1=0,ade2e2=0,ade2e3=-e2;
ade3e1=e1,ade3e2=e2,ade3e3=0;

可得

ad*
e1=

0 0 0
0 0 0
-1 0 0  ;

ad*
e2=

0 0 0
0 0 0
0 -1 0  ;

ad*
e3=

1 0 0
0 1 0
0 0 0  .

再由式(2)得到

[e*
1,e*

2]=ae*
3,[e*

2,e*
3]=ae*

1,[e*
3,e*

1]=ae*
2;

由式(3)确定映射γ:g→g∧g,
γ(e1)=ae2∧e3,γ(e2)=ae3∧e1,

γ(e3)=ae1∧e2;
即有

F􀳱γ(e1)=ae2􀱋(-ad*
e3
)-ae3􀱋(-ad*

e2
),

F􀳱γ(e2)=ae3􀱋(-ad*
e1
)-ae1􀱋(-ad*

e3
),

F􀳱γ(e3)=ae1􀱋(-ad*
e2
)-ae2􀱋(-ad*

e1
).

  因为S∈g􀱋End(g*),为了方便计算,我们设

S=e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3,
T1,T2,T3∈End(g*).

因此有

ρ(e1)·S=                
ade1·(e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3)=

e1􀱋([-ad*
e1
,T1]-T3)+

e2􀱋[-ad*
e1
,T2]+e3􀱋[-ad*

e1
,T3],

ρ(e2)·S=                
ade2·(e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3)=

e1􀱋[-ad*
e2
,T1]+

e2􀱋([-ad*
e2
,T2]-T3)+e3􀱋[-ad*

e2
,T3],

ρ(e3)·S=                
ade3·(e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3)=

e1􀱋([-ad*
e3
,T1]+T1)+

e2􀱋([-ad*
e3
,T2]+T2)+e3􀱋[-ad*

e3
,T3].

  要使式(5)成立,即下列三个公式要同时成立:
F􀳱γ(e1)=ρ(e1)·S;
F􀳱γ(e2)=ρ(e2)·S;
F􀳱γ(e3)=ρ(e3)·S.

也就是要满足下列九个公式:
①[-ad*

e1
,T1]-T3=0,

②[-ad*
e1
,T2]=-a·ad*

e3
,

③[-ad*
e1
,T3]=a·ad*

e2
,

④[-ad*
e2
,T1]=a·ad*

e3
,

⑤[-ad*
e2
,T2]-T3=0,

⑥[-ad*
e2
,T3]=-a·ad*

e1
,

⑦[-ad*
e3
,T1]+T1=-a·ad*

e2
,

⑧[-ad*
e3
,T2]+T2=a·ad*

e1
,

⑨[-ad*
e3
,T3]=0.

由于T∈End(g*),因此我们可以设

T1=
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33  ;

T2=
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33  ;

T3=
c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33  .

其中,aij,bij,cij∈RR;i,j=1,2,3.
经计算,发现式⑤,⑦中存在矛盾,因此不存在

T1,T2,T3使得上面九个公式同时成立,即不存在

符合条件的S:g* →End(g*),使得式(5)成立,则
由这一对 (κ,A,ξ,B)决定的李双代数的 Atiyah
class[λ]≠0.

例 22 A =diag(1,0,0),κt =0,B=
±diag(0,1,1),ξt=0.

以下 计 算 以 B =diag(0,1,1)为 例,B=
-diag(0,1,1)可用相同方法计算得出结果.

我们按照例1的计算过程,首先,得到

[e1,e2]=0,[e2,e3]=e1,[e3,e1]=0.
又由

ade1e1=0,ade1e2=0,ade1e3=0;
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ade2e1=0,ade2e2=0,ade2e3=e1;
ade3e1=0,ade3e2=-e1,ade3e3=0;

可得

ad*
e1=

0 0 0
0 0 0
0 0 0  ;

ad*
e2=

0 0 0
0 0 0
1 0 0  ;

ad*
e3=

0 0 0
-1 0 0
0 0 0  .

再由式(2)得到

[e*
1,e*

2]=e*
3,[e*

2,e*
3]=0,[e*

3,e*
1]=e*

2.
由式(3)确定映射γ:g→g∧g,
γ(e1)=0,γ(e2)=e3∧e1,γ(e3)=e1∧e2;

即有

F􀳱γ(e1)=0,
F􀳱γ(e2)=e3􀱋(-ad*

e1
)-e1􀱋(-ad*

e3
),

F􀳱γ(e3)=e1􀱋(-ad*
e2
)-e2􀱋(-ad*

e1
).

又S∈g􀱋End(g*),为了方便计算,我们设

S=e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3,
T1,T2,T3∈End(g*).

因此有

ρ(e1)·S=                
ade1·(e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3)=0,

ρ(e2)·S=                
ade2·(e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3)=

e1􀱋([-ad*
e2
,T1]+T3)+

e2􀱋[-ad*
e2
,T2]+e3􀱋[-ad*

e2
,T3],

ρ(e3)·S=                
ade3·(e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3)=

e1􀱋([-ad*
e3
,T1]-T2)+

e2􀱋[-ad*
e3
,T2]+e3􀱋[-ad*

e3
,T3].

  要使式(5)成立,即下列三个式子要同时成立:
F􀳱γ(e1)=ρ(e1)·S;
F􀳱γ(e2)=ρ(e2)·S;
F􀳱γ(e3)=ρ(e3)·S;

也就是要满足下列六个公式:
①[-ad*

e2
,T1]+T3=ad*

e3
,

②[-ad*
e2
,T2]=0,

③[-ad*
e2
,T3]=-ad*

e1
,

④[-ad*
e3
,T1]-T2=-ad*

e2
,

⑤[-ad*
e3
,T2]=ad*

e1
,

⑥[-ad*
e3
,T3]=0.

经计算,当

T1=
a11 0 0
a21 a22 a23
a31 a32 a33  ;

T2=
0 0 0
b21 0 0
b31 0 0  ;

T3=
0 0 0
c21 0 0
c31 0 0  ;

并且满足下列四个公式时:
a33-a11+c31=0,
a11-a22-b21=0,
a23+c21+1=0,
b31+a32-1=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

即存在映射S:g* →End(g*),当
S=e1􀱋T1+e2􀱋T2+e3􀱋T3

时,有式(5)成立,即由这一对(κ,A,ξ,B)决定的李

双代数的Atiyahclass[λ]=0.
我们可以采取例1中的计算方法,对其余类型

的李双代数进行计算,详细的计算过程不再赘述.

4 结论

在本文中,我们首先利用上同调类 [γ]∈
H1(g,g􀱋g)给出了李双代数Atiyahclass更直观

的定义,之后讨论了实数域上三维李双代数的一些

相关结论,又根据对实数域上所有三维李双代数的

分类结果,分析并计算了每一类型李双代数的

Atiyahclass是否为0.基于本文,今后我们将进一

步研究李双代数的Atiyahclass及其性质与应用.

致谢 武汉大学洪伟老师提供本文研究课题与

计算方法,并对本文提出很多宝贵意见,我们在此表

示感谢!
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