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广义(3+1)维浅水波方程的相互作用解

孟 勇
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摘要:通过Hirota双线性导数法,并借助于符号计算软件Maple,得到广义(3+1)维浅水波方程的

lump解和呼吸波解.同时结合图像研究了lump型孤子的动力学性质(位置、高度、深度、运动速度

和运动轨迹).最后特别讨论了不同类型解之间的相互作用,显示了lump型孤子被扭结孤立波吞

噬的现象.
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Abstract:ByusingtheHirotabilinearderivativemethodandthesymboliccomputationsoftwareMaple,
thelumpsolutionandtherespiratorywavesolutiontothegeneralized(3+1)-dimensionalshallowwater
waveequationwereobtained.Incombinationwithimages,thedynamicproperties(position,height,
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0 引言

孤立子作为非线性科学三大分支之一,指的是

一大类具有特殊性质的非线性偏微分方程的解。多

年以来研究者为了求出该类型的解做了许多的工

作,并且已经取得了一批杰出而又重要的成果。比

如反散射方法[1]、李群与非经典李群法[2-3]、达布变

换[4-5]、齐次平衡法[6-8]、函数展开法[9-12]等一系列求

解方法应运而生.
lump解[13-17]作为一种在空间各个方向都局域

的有理函数解,在近些年越来越受到了研究者们的

关注[18-22].与此同时,Hirota提出了一种获得非线



性偏微分方程孤立子解的简单而直接的方法,即双

线性导数法[23-25].本文就是基于Hirota双线性方

法研究了研究广义(3+1)维浅水波方程

uxxxy+3uxxuy+3uxuxy-uyt-uxz=0 (1)
的lump解,并且求出了lump解的位置、高度、运动

轨迹等等动力学性质.然后给出了方程的呼吸波解,
最后研究了不同类型孤立子之间的相互作用.此外,
由于孤立子之间的碰撞方式有两种:一种是弹性碰

撞[26-28],即孤子在碰撞前后除了相位发生变化之

外,其大小、形状、速度均没有发生明显改变;另一种

为非弹性碰撞[29-31],也就是孤子在碰撞之后,不仅

相位发生了变化,而且孤子的动能、动量、形状也都

发生了变化.在本文中研究的是lump孤子与扭结

孤立子之间的完全非弹性碰撞(融合成为新的孤子,
不再分开),并且解释了lump孤子被扭结孤立子吞

噬消失的原因.

1 方程的lump解

对于式(1),先使用Hopf-Cole变换

u=2(lnf)x (2)
得到方程的双线性形式

(D3
xDy-DyDt-DxDz)f·f=0 (3)

式中,D 算子为Hirota双线性算符.
再对式(3)进行约化,令z=x,得到

(D3
xDy-DyDt-D2

x)f·f=0 (4)

再设

f=g2+h2+a9 (5)

g=a1x+a2y+a3t+a4 (6)
h=a5x+a6y+a7t+a8 (7)

式中,ai(i=1,…,9)为待定常系数.
然后将式(5)~(7)代入式(4),再将式(4)整理

化简为x,y,t的幂次多项式,并使x,y,t幂次前的

系数为零,得到一组代数方程组,最后求解该代数方

程组得到

a3=
a2a25-2a1a5a6-a21a2

a22+a26
,

a7=
a21a6-2a1a2a5-a25a6

a22+a26
,

a9=
3(a22+a26)(a21+a25)(a1a2+a5a6)

(a1a6-a2a5)2
,

ai=ai(i=1,2,4,5,6,8)

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(8)

将式(8)代入式(5)~(7),再利用式(2),就能得到约

化的方程式(1)的lump解.同时选择参数

a1=2,a2=2,a4=1,a5=-1,a6=1,a8=1
(9)

再由式(8)得

a3=-
2
5
,a7=

11
5
,a9=

225
16

(10)

  最后经过一系列的运算得到

u=
320(5x+3y-3t+1)

400x2+400y2+400t2+480xy-480xt+224yt+160x+480y+288t+1285
(11)

图1 t=0时lump孤子

Fig.1 Lumpsolitonwhent=0
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  图1为t=0时的lump型孤子的图像.图1显

示该方程的lump型孤子由一个高耸的波峰与一个

低垂的波谷组成,并且被拘束在有限范围之内.与此

同时,对于约化的方程式(1)的lump解

u=2(lnf)x =4
a1g+a5h

f
(12)

假定t是常数,然后分别求出u对x,y 的偏导数,
并令偏导数为0,可以得到2个驻点的坐标:

x1=2
(a1a2+a5a6)t

a22+a26 +

a2a8-a4a6+ 3(a22+a26)(a1a2+a5a6)
a1a6-a2a5

(13)

y1=
(a21+a25)t
a22+a26 +

a1a8-a4a5
a1a6-a2a5

(14)

x2=2
(a1a2+a5a6)t

a22+a26 +

a2a8-a4a6- 3(a22+a26)(a1a2+a5a6)
a1a6-a2a5

(15)

y2=
(a21+a25)t
a22+a26 +

a1a8-a4a5
a1a6-a2a5

(16)

  通过计算可得,在驻点(x1y1)处的 Hessian
矩阵

Δ=

􀆟2u(xy)
􀆟x2

􀆟2u(xy)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(xy)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(xy)
􀆟y2 (x1,y1)

=

4(a1a6-a2a5)8

27(a1a2+a5a6)3(a22+a26)3(a21+a25)2
(17)

和

uxx(x1,y1)=-
2(a1a6-a2a5)3

(3(a22+a26)(a1a2+a5a6))3/2

(18)
所以当a1a6-a2a5>0,a1a2+a5a6>0时,Δ>0,
uxx(x1,y1)<0,u在驻点(x1,y1)取极大值也是最

大值,即波峰高度为

umax=
2(a1a6-a2a5)

3(a22+a26)(a1a2+a5a6)
(19)

  同理,在a1a6-a2a5>0,a1a2+a5a6>0时,
在驻点(x2,y2)处的Hessian矩阵

Δ=

􀆟2u(xy)
􀆟x2

􀆟2u(xy)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(xy)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(xy)
􀆟y2 (x2y2)

=

4(a1a6-a2a5)8

27(a1a2+a5a6)3(a22+a26)3(a21+a25)2>
0

(20)

uxx(x2,y2)=
2(a1a6-a2a5)3

(3(a22+a26)(a1a2+a5a6))3/2>
0

(21)
因此,u在驻点(x2y2)取极小值也是最小值,即波

谷深度为

umin=-
2(a1a6-a2a5)

3(a22+a26)(a1a2+a5a6)
(22)

  在式(13)~(16)中,分别对t求导,还可以得到

波峰或者波谷的运动速度:

vx =
2a21a2a6-2a1a22a5+2a1a5a26-2a2a25a6

(a1a6-a2a5)(a22+a26)
(23)

vy=-
a31a6-a21a2a5+a1a25a6-a2a35
a1a22a6+a1a36-a32a5-a2a5a26

(24)

v= v2x +v2y =
a41+4a21a22+2a21a25+8a1a2a5a6+a45+4a25a26

a22+a26
(25)

并且在(x1,y1)和(x2,y2)的坐标表达式(13)~(16)中消去时间t,还可以得到波峰与波谷的运动轨迹方程:

y1=-
(a21+a25)x1
2(a1a2+a5a6)+

2a1a5(a2a4-a6a8)-(a1-a5)(a1+a5)(a2a8+a4a6)
2(a1a2+a5a6)(a1a6-a2a5) +

3(a22+a26)(a1a2+a5a6)(a21+a25)
2(a1a2+a5a6)(a1a6-a2a5)

(26)

y2=-
(a21+a25)x2
2(a1a2+a5a6)+

2a1a5(a2a4-a6a8)-(a1-a5)(a1+a5)(a2a8+a4a6)
2(a1a2+a5a6)(a1a6-a2a5) -

3(a22+a26)(a1a2+a5a6)(a21+a25)
2(a1a2+a5a6)(a1a6-a2a5)

(27)
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  再将式(26)~(27)相加后除以2,得到lump型孤子中心的运动轨迹方程:

yC =-
(a21+a25)xC

2(a1a2+a5a6)+
2a1a5(a2a4-a6a8)-(a1-a5)(a1+a5)(a2a8+a4a6)

2(a1a2+a5a6)(a1a6-a2a5)
(28)

红色表示波谷,蓝色表示波峰

图2 Lump型孤子的运动轨迹

Fig.2 Motiontrajectorylump-typesoliton

  然后再选择与式(9)相同的参数,得到lump型

孤子运动图像(见图2).从图2中能够观察到lump
型孤子沿着一条直线前进,并且从不同时刻孤子的

位置可以看出lump孤子在做匀速运动,与式(25)
相符合.

2 方程的呼吸解

在式(4)中设f的表达式为

f=b1epx+qy+wt+b2cos(kx+ly+vt)+
b3e-(px+qy+wt) (29)

式中,b1,b2,b3,p,q,w,k,l,v 为待定常系数.然后

将式(29)代入式(4),整理化简为含有epx+qy+wt,
sin(kx+ly+vt),cos(kx+ly+vt)的各次幂多项

式,并令其各次幂的系数为0,得到一组代数方程

组,求解该方程组得到满足呼吸波形式的解

k=-
1
3l
,l=l,p=p,q=

1
3p
,v=

1
27l3

,

w=p3,bi=bi,i=1,2,3  
(30)

  再将式(30)代入式(29),并且利用式(2)可得方

程的呼吸波解为

u=
2(3b1ple

3p4t+3p2x+y
3p +b2sin(

27l4y-9l2x+t
27l3

)-3b3ple-
3p4t+3p2x+y

3p )

3l(b1e
3p4t+3p2x+y

3p +b2cos(
27l4y-9l2x+t

27l3
)+b3e-

3p4t+3p2x+y
3p )

(31)

同时选择参数

p=1,l=1,b1=1,b2=2,b3=1 (32)
然后代入式(31)得

u=
2(3ex+

y
3+t+2sin(-

x
3+y+

t
27
)-3e-(x+

y
3+t))

3(ex+
y
3+t+2cos(-

x
3+y+

t
27
)+e-(x+

y
3+t))

(33)
  它在t=0时的图像如图3所示.从图3可以看

出该解一方面沿着某个方向做周期性的上下运动,
符合呼吸波特征,同时还在与该方向相垂直的方向

上做类似于扭结孤子一样的水平移动.

3 方程的相互作用解

为了研究解之间的相互作用,将式(5)~(7)和
式(29)进行组合叠加:

f=g2+h2+a9+b1eξ+b2cos(η)+b3e-ξ

(34)

ξ=px+qy+wt (35)

η=kx+ly+vt (36)
式中,g,h 由式(6)~(7)给出.然后将式(34)~
(36)代入式(4),按照求解lump解(式(5)~(8))和
呼吸波解(式(29)~(30))类似的过程,得到3组解:
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图3 不同角度下呼吸波的形状

Fig.3 Theshapeofthebreather-wavefromdifferentperspectives

  第一组解:

k=k,l=l,p=p,q=
12p3a26

9p4a26+4a21
,v=v,w=

3p4a26-4a21
12pa26

,a2=0,

a3=
a1(9p4a26-4a21)

6p2a26
,a5=

4a21-9p4a26
12p2a6

,a7=
216p4a21a26-81p8-a46-16a41

144p4a36
,

a9=-
(9p4a26-4a21)(81p8a46+72p4a21a26+16a41)

576p6a26a21
,

b1=b2=0,b3=b3,ai=ai,i=1,4,6,8

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(37)

  第二组解:

k=k,l=l,p=
2
3q
,q=q,v=v,w=-

4
27q3

,a1=±
2a6
3q2
,a7=

4a6
9q4
,

a2=a3=a5=a9=b1=b2=0,b3=b3,ai=ai,i=4,6,8  (38)

  第三组解:

k=k,l=l,p=p,q=
2
3p
,v=v,w=-

1
2p3
,a1=∓

3p2a6
2

,a2=±
2a5
3p2
,

a3=±
3p2a5
2
,a7=

9a6q4

4
,a9=b1=b2=0,b3=b3,ai=ai,i=4,5,6,8

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(39)

  再选择参数

k=1,l=1,p=1,v=1,a4=1,a5=1,a6=1,a8=1,b3=50 (40)
代入第三组解中的

k=k,l=l,p=p,q=
2
3p
,v=v,w=-

1
2p3
,a1=-

3p2a6
2
,a2=

2a5
3p2
,

a3=
3p2a5
2
,a7=

9a6q4

4
,a9=b1=b2=0,b3=b3,ai=ai,i=4,5,6,8

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(41)

并利用式(2)和式(34)~(36)得到

u=
144(13x-2-100e

t
2-x-

2y
3)

468x2+208y2+1053t2+936ty-144x+480y+1080t+288+7200e
t
2-x-

2y
3

(42)

然后画出不同时刻的相互作用解的图像(图4).从
图4中可以看出,随着lump型孤子与扭结孤立波

相互靠近,lump型孤子的高度与深度逐渐变小,最
后lump型孤子消失在扭结孤立波之中.

412 中国科学技术大学学报 第48卷



图4 不同时刻相互作用解的3D图((a)~(c))与密度图((d)~(f))

Fig.4 3Ddiagram((a)~(c))anddensitymap((d)~(f))ofinteractionsolutionsatdifferenttime

  对于上述lump消失现象,我们可以做如下解

释:将式(39)代入式(34)~(36)得
f=g2+h2+b3e-ξ (43)

g=-
3p2a6x
2 +

2a5y
3p2 +

3p2a5t
2 +a4 (44)

h=a5x+a6y+
9p4a6t
4 +a8 (45)

从f的表达式可以看出,g2,h2 为代数部分(代数

lump孤子),e-ξ 为指数部分(孤立波部分),在ξ>0
的区域里,g2,h2趋于无穷大,成为f 的主要部分,
于是整个解表现出lump型孤子形状,但是当lump
型孤子运动到ξ<0的区域时,指数部分e-ξ 趋于无

穷大,所以e-ξ 替换先前的g2,h2 成为f 的主要部

分,因此,lump型孤子在靠近ξ<0的区域过程中高

度与深度逐渐变小至消失.

4 结论

本文利用Hirota双线性导数法,得到了约化的

广义(3+1)维浅水波方程双线性形式,然后通过预

先设解的形式,求出了方程的有理函数解(lump
解),并制作出lump型孤子的图像以及计算出其高

度、深度、运动轨迹方程等特征量;再通过相同方法

求出了该浅水波方程的呼吸波解;最后还研究了

lump解与扭结波解的相互作用,解释lump孤子消

失在扭结孤立子中的原因,即lump型孤子解与扭

结孤子解在不同区域主次地位的变化.这些结果对

于理解(3+1)维浅水波方程所描述的物理现象具有

一定的理论指导作用.同时,运用该方法也可以探究

其他形式的解的组合以及它们之间的相互作用,并
能丰富方程解的形式.值得指出的是本文没有计算

出lump孤子消失被扭结孤子吞噬的时间,也没有

研究其他类型解之间的相互作用,所以在今后的工

作中将对这两个方面进行详细具体全面的研究.

致谢 感谢王晓鸥先生与刘鑫鸽女士的支持与

帮助.
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