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高维数据情形下的一种基于随机投影的集成分类方法
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摘要:针对高维数据的分类问题,提出一种基于随机投影的决策树集成学习方法(Projection
Forest,简记PJForest).该方法以决策树为基分类器,利用一系列随机投影对数据进行降维,基于

降维后的数据构建相应的一系列决策树,而后通过集成学习构造集成分类器.利用适当的随机投影

对数据进行降维,能保持数据几何结构的信息;且通过随机投影对原始数据进行扰动,能丰富决策

树的多样性,经 过 适 当 集 成 可 有 效 克 服 噪 音 的 影 响,进 而 提 升 PJForest的 泛 化 能 力.证 明 了

PJForest泛化误差的极限性质,得到泛化误差在一定意义下的收敛速度.还开展大量的模拟研究,
并对实际数据进行了实证分析.模拟研究的结果表明,PJForest能有效地对包含大量噪音的高维

数据进行分类,与已有的诸如随机森林、Xgboost这些方法相比,有更好的分类性能.
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Abstract:Adecisiontreeensemblemethodbasedonrandomprojection(projectionforest,PJForest)was
proposedtosolvetheclassificationproblemofhigh-dimensionaldata.Thismethodusedthedecisiontree
asthebaseclassifierandreducedthedimensionalityofthedatabyusingaseriesofrandomprojections.
Thenbasedondimensionallyreduceddata,aseriesofdecisiontreeswereconstructed,andthenthe
ensembleclassifierwasconstructedthroughensemblelearning.Usingappropriaterandomprojectionto
reducethedimensionalityofthedatacanpreservetheinformationcontainedinthegeometricstructureof
thedata.Moreover,perturbationofrawdatathroughrandomprojectioncanenrichthediversityof
decisiontrees.Afterproperensemblelearning,itcaneffectivelyovercometheinfluenceofnoiseand
improvethegeneralizationabilityofPJForest.ThelimitingpropertyofPJForestgeneralizationerrorwas
provedandtheconvergencerateofgeneralizationerrorundercertainconditionswasobtained.Manysimulation



studieswereconductedandempiricalstudiesonreallifedatawereempiricallyanalyzed.Thesimulationresults
showedthatthemethodofPJForestcaneffectivelyclassifyhighdimensionaldatawithalargeamountofnoises,

andhasbetterpropertiesthancurrentclassificationmethodssuchasrandomforest,Xgboost.
Keywords:decisiontree;diversity;high-dimensionalclassification;ensemblelearning;randomprojection

0 引言

随着时代的发展与科技的进步,信息呈爆炸式

增长,高维数据越来越频繁地出现在各个领域,比如

信号数据、图像数据、金融数据等,有许多实际中的

应用要求人们对高维数据进行分类.研究如何有效

地对高维数据进行分类是一个具有挑战性的问题,
处理高维数据时会遇到各种各样的困难,比如说样

本量不充足、数据存在大量噪音等[1-4].
决策树是一种常见的机器学习方法,具体实现

的算 法 有 许 多,分 类 回 归 树 (classificationand
regressiontree,CART)[5]是其中一种十分重要的

方法,在实际中有着广泛的应用,如Save等[6]利用

决策树进 行 信 用 卡 欺 诈 风 险 的 检 测;Gokgoz和

Subasi[7]使用决策树对生物信号进行分类;Salmam
等[8]使用决策树进行人脸识别.

但是,决策树有着易过拟合、不稳定等缺点.为
此,许多学者做了大量的改进研究,其中一个重要的

方法是集成学习.集成学习是一种结合多个分类器

的学习策略,该策略能有效提升单一分类器的分类

性能.Breiman[9]首次提出Bagging集成方法,在多

个Boostrap样本集上训练决策树,集成所有决策树

并通过投票法进行预测.Ho[10]提出一种基于随机

子空间的决策树集成方法,在训练每棵决策树时,随
机选 择 部 分 特 征 进 行 最 优 特 征 搜 索 与 分 割;

Breiman[11]在此基础上进一步提出随机森林方法,
在每个Boostrap样本上使用随机子空间法构建决

策树,最后集成并通过投票法作出预测.他们的研究

表明,通过训练多棵决策树进行集成,并在训练基学

习器过程中引入某种随机性扰动,如Boostrap抽

样、随机子空间,能有效克服单个决策树过拟合与不

稳定的缺点.有许多实际中的应用表明随机森林能

有效 处 理 高 维 分 类 问 题,如 Diaz-Uriarte和 De
Andres[12]使 用 随 机 森 林 对 基 因 数 据 进 行 分 类,

Joelsson等[13]使 用 随 机 森 林 对 高 光 谱 数 据 进 行

分类.
但是,随机森林方法也有局限性,其在处理包含

大量噪音的高维数据时分类性能较差[14].这是因

为随机森林使用随机子空间法构建决策树,对特征

的随机抽样常常会选择到噪音特征,噪音会进一步

干扰决策树对最优特征与最优分割点的选择,导致

其分类性能受影响.
为此,本文提出一种基于随机投影[15]的决策树

集成方法ProjectionForest(PJForest).随机投影是

一种 降 维 方 法,该 方 法 的 基 本 原 理 是Johnson-
Lindenstrauss引理(JL引理)[16],JL引理保证了当

将高维空间的数据投影到低维空间时,能一定程度

地保持数据的几何结构.由于随机投影具有十分优

良的理论性质,使得它逐渐成为解决高维问题的一

种重要方法,越来越多的学者将随机投影运用到高

维问题的研究中.
Bingham和 Mannila[17]利用随机投影对图像与

文字数据进行降维,其实验结果表明随机投影能较

好地保持数据信息,并且能较好地降低数据中的噪

音,具有较低的计算复杂度;Dasgupta[18]则利用随

机投影对高斯混合分布进行降维,其实验结果表明

利用随机投影对高斯混合分布降维后,仍能较好地

保持不同高斯分布之间的分离度;Wu等[19]则利用

随机投影与循环神经网络对文字进行分类,随机投

影用来压缩从卷积神经网络学习出的高维特征,最
后用循环神经网络作为分类器,实验结果表明计算

时间显著降低的同时,分类精度几乎不变.这些实验

结果均表明了随机投影能将高维数据嵌入一个低维

空间,同时一定程度地保持数据原有信息,并且它能

较好地降低数据中的噪音.
另外还有许多学者利用随机投影提升现有模型

在高维情形下的表现.Durrant和 Kaban[20]将随机

投影应用到高维情形下线性判别分析分类器,其理

论结果表明,随机投影对线性判别分析起了正则化

的作用,克服了线性判别分析受维度灾难影响的缺

点;Vinh等[21]利用随机投影训练鲁棒的神经网络,
其实验结果表明,随机投影能较好地对神经网络进

行正则化,使得神经网络对带有噪音图像数据分类

时有较稳定的分类性能.Cannings和Samworth[22]

基于已有的研究成果,进一步研究了基分类器为

KNN,LDA,QDA时随机投影集成,其理论结果表
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明,随机投影能有效克服KNN,LDA,QDA 遇到的

维度灾难问题,并且利用集成能进一步提升分类器

在高维情形下的表现.这些研究成果表明随机投影

能作为一种正则化方式提升分类器在高维情形下的

泛化能力.
本文提出基于随机投影的决策树集成方法

PJForest.该方法以决策树为基分类器,首先利用一

系列随机投影对数据进行降维,然后基于降维后的

数据构建相应的一系列决策树,最后通过多数投票

法集成所有决策树,并产生预测结果.利用随机投影

对数据降维,能保持数据的几何结构,并且比起一些

已有的降维方法,比如PCA,随机投影具有更低的

计算复杂度,在变量维度p 大于样本量n 时,也能

使用;更重要的是,随机投影通过对原始数据进行扰

动,构建多棵好而不同的决策树,能丰富集成学习基

分类器的多样性,通过将基于随机投影降维后的数

据构建的一系列决策树集成,可得到具有较好泛化

能力的PJForest分类器,而由于PCA总是将数据

向最大方差方向进行投影,并不具备丰富集成学习

的多样性的性质.本文通过模拟研究与实证分析测

试PJForest的分类性能,并与已有方法进行比较,
包括 决 策 树、随 机 森 林、极 端 随 机 森 林[23]、

Xgboost[24]、基于随机投影集成的KNN分类器[22].
实验结果表明,PJForest能较好对包含大量噪音的

高维数据进行分类.本文还研究了PJForest的泛化

误差的极限性质,理论结果表明当决策树个数趋于

无穷时,PJForest在满足一定条件的情形下会收

敛,并给出了收敛速度.

1 方法介绍与理论性质

1.1 随机投影

随机投影方法的基本原理是JL引理[16].设p
维空间的n 个点{x1,…,xn},对∀∈(0,1),设整

数d 满足d>O(
ln(n)
2

),那么存在一个线性映射

A:Rp→Rd,使得对所有i,j ∈{1,…,n},下式

成立:
(1-)‖xi-xj‖2 ≤ ‖Axi-Axj‖2 ≤

(1+)‖xi-xj‖2.
JL引理保证了对于存在于p 维空间的数据可以嵌

入一个d 维空间,使得在一个任意小的常数因子
下,数据两两之间的相对距离能够被保持.

满足JL引理的随机投影矩阵Ad×p 有许多种

构造方法,最常使用的是高斯随机投影矩阵[15],

Ad×p 中的每个元素均服从高斯正态分布N(0,1).
Li等[25]提出还可以使用非常稀疏的随机投影矩阵,
矩阵中的每个元素服从下述分布:

aij =

+swithprobability
1
2s
;

0withprobability1-
1
s
;

- swithprobability
1
2s.















s= p或者可以更大,s越大随机投影矩阵就越稀

疏;这样构造的稀疏随机投影矩阵同样满足JL引

理.比起高斯随机投影矩阵,稀疏随机投影矩阵的计

算速度更快.
在实际应用中,除了考虑计算复杂度,还需要依

据数据的特定结构选择具有特定分布的随机投影矩

阵,比如当处理包含大量噪音的高维数据时,具有稀

疏性的随机投影矩阵会比高斯随机投影矩阵更适

合.在本文的模拟研究与实证分析中,均使用稀疏随

机投影矩阵.
考虑一个简单的例子[1],利用稀疏随机投影矩

阵对满足高斯分布的数据进行降维.如图1所示,20
维的数据被投影到2维平面,仍然一定程度保持着

原有的几何结构,各类别之间具有相当的分离度;基
于适当随机投影降维后的数据构造决策树时,分类

准确率不会降低.并且,从图1(b)~(d)可以看到,
利用不同随机投影对数据进行降维,低维数据的结

构是不同的,以此构建具有随机多样性特性的一系

列决策树,进而可通过集成学习的方式提升集成分

类器的泛化能力.
1.2 基于随机投影的决策树集成方法PJForest

设(X,Y)表示定义在Rp×{0,1}上的随机向

量,具有联合分布P;设训练集Dn={(x1,y1),…,
(xn,yn)}.设m(x)表示CART决策树[5],有

m(x)=∑
t

i=1
ciI(x∈Vi),

其中,V1,V2,…,Vt 表示决策树在特征空间分割出

的t个互不相交的超立方体,ci 表示Vi 中多数样本

所属的类别.为表明决策树与训练集Dn 的关系,设
基于训练集Dn 构建的决策树为

mn(X):=m(X;Dn).
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图1 p=20时的高斯分布,响应变量只与前两维有关

Fig.1 Differenttwo-dimensionalprojectionsofp=20Gaussianobservations

  PJForest通过随机投影对数据进行降维,对基

于降维后的数据构建基分类器决策树.设随机投影

矩阵为 Ad×p,通过如下方法将数据投影到低维

空间:

x=Ax ∈Rd,
则投 影 后 的 训 练 集 记 为 DA

n ={(Ax1,y1),…,
(Axn,yn)}.设基于训练集 DA

n 构建的决策树为

mA
n(X):=m(X;DA

n).将所有基于降维后的数据

构建的决策树集成,就可以得到PJForest分类器.
对∀B∈N+,记A1,A2,…,AB 是满足JL引

理的独立同分布的随机投影矩阵,且与(X,Y)独
立.设

M(B)
n (x)=

1
B ∑

B

b=1
mAbn (x),

那么PJForest分类器按如下定义:

Cn(x)=
1,M(B)

n (x)≥
1
2
;

0,M(B)
n (x)<

1
2.












其中,下标n 表示训练集的样本量,Ab 表示第b 个

随机投影矩阵,B 表示基分类器的个数.
PJForest与随机森林一个主要的不同点是随

机森林中具有两个随机性扰动,Boostrap抽样与随

机选取特征变量;而PJForest的随机性扰动来自于

随机投影.比起基于随机投影的KNN集成分类器,

PJForest是以决策树为基分类器,由于决策树具有

不稳定的特点,更能充分利用随机投影的随机性扰

动去丰富集成学习的多样性.
1.3 极限性质

PJForest是一种集成学习方法,而在集成学习

中基分类器的个数对集成分类器的泛化能力有十分

重要的影响.本节主要研究当 B 趋向于无穷时,

PJForest的泛化误差的极限性质.
设π1 表示P(Y=1),π0 表示P(Y=0);设已

知Y 情形下X 的条件分布为

μl(X)=P(X|Y=l),l∈ {0,1};
设L(u(x),y)为凸损失函数,则分类器u(x)对应

的泛化误差为

R(u)=∫Rp×{0,1}
L(u(x),y)dP(x,y).
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  为了简单起见,本文选取0-1损失函数进行讨

论,即L(u(x),y)=I(u(x)≠y),其中分类器

u(x)取值0或1,所得结果不难推广至一般的凸损

失函数的情形下.
给定数据Dn,决策树mA1n (X),mA2n (X)…是独

立同分布的随机函数.设EA 表示对于随机投影取

期望;设M *
n (X)=EA[mA

n(X)],令

C*
n (X)=I(M *

n (X)≥
1
2
),

C*
n (X)可以视为决策树个数等于无穷情形下的

PJForest,记相应的泛化误差为

R(C*
n )=∫Rp×{0,1}

I(C*
n (x)≠y)dP(x,y)=

∫Rp×{0,1}
I(I(M *

n (x)≥
1
2
)≠y)dP(x,y),

那么决策树个数为B 的PJForest的泛化误差为

R(Cn)=                 

∫Rp×{0,1}
I(I(M(B)

n (x)≥
1
2
)≠y)dP(x,y).

R(Cn)是关于随机投影的随机变量,需进一步考虑

EA[R(Cn)]的性质.
条件1.1 对∀l∈{0,1},条件分布函数Fl(s)

=P(M *
n (X)≤s|Y=l)有定义于区间[0,1]上的

Lebesgue可测的概率密度函数fl(s),并且fl 在区

间[0,1]上有界,在1
2

处可微,且在
1
2

邻域内满足

Lipschitz条件.

说明1.1 称fl 在
1
2

的邻域满足Lipschitz条

件,如果存在常数κ>0以及δ>0,使得∀s,s'∈

[1
2-δ

,1
2+δ

],满足|fl(s)-fl(s')|≤κ|s-s'|.

这实际是要求fl 具备一定的光滑性.
下面给出本文的主要定理.
定理1.1 假设条件1.1满足,设R(Cn)表示

Cn(X)的泛化误差,R(C*
n )表示C*

n (X)的泛化误

差,那么当B→∞时下式成立:

EA[R(Cn)]-R(C*
n )=         

π0f0'(
1
2
)+π1f'1(

1
2
)

8B +o(
1
B
).

  定理1.1的证明参见附录.定理1.1保证了当

B 趋 于 无 穷 时,PJForest的 泛 化 误 差 会 收 敛 到

R(C*
n ),并且收敛速度是

1
B.

训练集Dn 产生自高斯

混合分布(见模拟研究),固定训练集Dn,重复训练

200次PJForest.图2展示了R(Cn)随B 的变化,
可以看到随着B 变大时,PJForest的分类错误率逐

渐稳定并收敛,方差变得越来越小,与定理1.1结果

相符.通过选择较大B 值的训练模型,可以得到一

个分类性能较好的PJForest分类器.

黑线显示了200次PJForest分类错误率随B 的变化,黄线代表

分类错误率的平均值(EA[R(Cn)]的估计),蓝线代表分类错误

率的平均值加减两倍标准差.

图2 分类错误率随B 的变化

Fig.2 VariationofclassificationerrorratewithB

R(C*
n )是总体意义下的泛化误差.而R(C*

n )
与降 维 维 度 d 有 关,需 要 对 d 进 行 选 优 使 得

R(C*
n )最小.根据JL引理,在给定的条件下,d 应

满足d>O(
ln(n)
2

),如果d 过小,会导致数据的原

有结构被破坏,进而R(C*
n )就会变大.在实际中,可

以使用留一交叉验证的方法或 K 折交叉验证对d
进行选优,这里以留一交叉验证为例说明.假设d∈
{1,2,…,p},那么

d
︿
=argmin

d

1
n∑

n

i=1
I(Cd

n,i(xi)≠yi).

其中,Cd
n,i 表示PJForest是在去除掉第i个样本的

训练集上构建的.

2 模拟研究与实证分析

本节通过模拟研究与实证分析来测试PJForest
的分类性能.与之比较的算法包括决策树(Decision
Tree)、随机森林(RandomForest)、极端随机森林

(ExtraForest)、Xgboost以及基于随机投影集成的

KNN分类器(RP-KNN).
这些方法大多需要进行参数调优,本文使用网

格搜索进行参数调优.如决策树的最大深度从{5,
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10,15,20,25,30}中根据5折交叉验证进行选择;随

机森林的分裂节点时的最大特征数,从{p
4
,2p
4
,

3p
4
,p}中根据交叉验证进行选择;RP-KNN的k 值

与降维维度d 中依据5折交叉验证进行最优选择,

其中设定k ∈{3,5,7,9,11},d∈{
p
3
,2p
3
,3p
4
};

PJForest的降维维度d 依据交叉验证从{p
3
,2p
3
,

3p
4
}中选择.上述方法基分类器个数均设为1000,

设置较大的基分类器个数有助于集成分类器达到最

优分类性能.
在模拟研究中,使用分类错误率作为评估指标,

每种情形均重复100次,最后计算100次分类错误

率的平均值与标准差.
2.1 模拟研究

本节用人工数据来评估PJForest的分类性能.
人工数据由p(p≥2)维高斯混合分布模型生成,按
如下条件分布产生不同类别的数据:

P(X|Y=r)~
1
2N(μr,Σ)+

1
2N(-μr,Σ).

其中,r∈{0,1}表示响应变量的类别;Σ=Ip×p 表

示协方差矩阵;μ1=(2,2,0,…,0)p×1,μ0=(2,-2,

0,…,0)p×1 表示不同类别的p 维均值向量.从上式

可以看出,响应变量Y 只与前两维变量有关,其余

p-2维变量均为噪音.
通过设置不同的参数对各分类器进行比较,第

一组实验设置训练集样本量为500,测试集样本量

为1000,令维度p 从2增加到100时,比较各分类

方法的分类错误率;第二组实验设置训练集样本量

为100,测试集样本量为1000,令维度p 从2增加

到300,比较各分类方法的分类错误率,在第二组实

验中,按如下方式设置均值向量以增强信噪比:

μ0=(4.49,3.44,0,…,0)p×1,

μ1=(3.44,-4.49,0,…,0)p×1.
  第一组实验结果如图3(a)所示.从图3(a)可以

看到,当p 从2增加到100时,决策树的分类错误

率迅速上升;随机森林、Xgboost与极端随机森林虽

然比决策树表现好,但随着维度的增加,分类性能也

受到较大影响;而PJForest与 RP-KNN均取得了

较好的表现;当p 较高时,PJForest在所有方法中

取得了最好的分类表现,分类性能并没有受到较大

图3 不同分类器分类错误率随维度p 的变化

Fig.3 Variationofclassificationerrorrate
ofdifferentclassifierswithp

影响,依然有十分出色与稳定的分类表现.这是因

为,当维度p 较高时,数据存在大量噪音,随机森林

在分裂节点选择最优特征时,受到影响选择了噪音

特征,所以分类性能较差;而PJForest利用随机投

影对样本进行降维,保持大量样本信息,经过集成能

有效克服噪音的影响,所以有较好的分类表现.
在第二组实验中考虑特征维度p 大于样本量

的情形,结果如图3(b)所示.从图3(b)可以看到,通
过增强信噪比,所有方法在p 较小时均取得了较好

的分类表现,PJForest、极端随机森林、RP-KNN几

乎能完全正确的对数据进行分类;当p 变大,超过

样本量100,直到300时,随机森林、决策树等方法

的分类错误率也同时变大,当p=300时,分类性能

受到较大影响.RP-KNN在p 小于200时,有着较

好的分类表现,而当p 较大时,分类性能也变差;而
PJForest在p 从100增加到300时,均有较好的分

类性能;并且比起其他已有的方法,依然具有最好的
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分类表现.
这两组实验表明,PJForest对高维数据中的噪

音有较强的抵抗能力,与随机森林、Xgboost、极端

随机森林等方法相比,有更好的分类性能.
2.2 实证分析

本节选取3个UCI公共数据集进行实证分析,
这些数据集是信号数据或图像数据;信号数据与图

像数据大多存在着大量噪音与冗余,并且具有较高

的特征维度.本节通过这3个数据集对PJForest的

分类性能进行测试.数据集的详细信息如下所述.
hill-valleydata(noise版本)来自UCI机器学习

数据集,在二维平面中按特征顺序画出图像,那么这

些图 像 看 起 来 是 一 个 山 峰 (hill)或 者 是 山 谷

(valley),需要根据特征对山峰或山谷进行分类;

hill-valley训练集与测试集分别有606个样本,特征

维度为p=100.ESR(epilepticseizurerecognition)
来自UCI机器学习数据集,是生物信号数据,利用

脑电波信号检测病人是否癫痫发作;特征维度p=
178,样 本 共 包 含 11500 条 记 录.HAR(human
activityrecogitionusingsmartphones)来自UCI机

器学习数据集,是人类在表演不同动作时所佩戴的

智能手机记录的信号数据,本文只考虑对动作上楼

与下楼进行二分类;特征维度p=561,训练样本包

含2059条记录,测试样本包含891条记录.
在实证分析中,划分训练集与测试集,对训练集

抽取一定数量的样本训练模型,在测试集上评估分

类错误率以及F1-score,每种情形重复100次训练,
得到结果是100次的平均值与标准差.比如ESR数

据集,先划分训练集、测试集,再分别从训练集中抽

取样本量为100,200,500的训练子集,在训练子集

上训练PJForest,在测试集上测试.
表1展示了各分类方法的分类错误率,可以看

到,在所有方法中决策树的分类表现最差;极端随机

森林在 ESR 数据集上取得了较好的分类表现;

Xgboost的分类表现一般,原因是Xgboost需要较

大的 样 本 量 进 行 学 习,当 数 据 样 本 量 不 足 时,

Xgboost易过拟合.PJForest在3个数据集上均取

得了最好的分类表现,表1的结果表明随机投影集

成能有效提升决策树的分类性能.

表1 各方法在公共数据集上的分类错误率

Tab.1 Theclassificationerrorrateofdifferentmethodsonpublicdatasets

公共数据集 样本量
分类方法

DecisionTree RandomForest Xgboost PJForest ExtraForest RP-KNN

hill-valley

n=100 0.489(0.021) 0.490(0.024) 0.477(0.020) 0.310(0.042) 0.491(0.018) 0.431(0.032)

n=200 0.483(0.017) 0.479(0.018) 0.459(0.019) 0.223(0.041) 0.477(0.018) 0.424(0.021)

n=500 0.467(0.029) 0.452(0.014) 0.443(0.014) 0.106(0.013) 0.442(0.013) 0.401(0.010)

HAR

n=100 0.188(0.035) 0.099(0.021) 0.108(0.025) 0.075(0.013) 0.089(0.014) 0.102(0.024)

n=200 0.177(0.028) 0.085(0.011) 0.093(0.022) 0.068(0.009) 0.079(0.010) 0.084(0.013)

n=500 0.174(0.027) 0.074(0.007) 0.089(0.018) 0.063(0.006) 0.071(0.006) 0.080(0.007)

ESR

n=100 0.127(0.023) 0.075(0.167) 0.117(0.018) 0.065(0.012) 0.061(0.008)0.066(0.0234)

n=200 0.108(0.017) 0.054(0.006) 0.081(0.012) 0.046(0.007) 0.052(0.005)0.048(0.0106)

n=500 0.088(0.010) 0.045(0.004) 0.055(0.005) 0.032(0.003) 0.042(0.004) 0.037(0.004)

[注]数据为100次实验的分类错误率的平均值,括号内是标准差.黑体数字表示最优的结果.

  表2则比较了各分类方法的F1-score,可以看

到在3个数据集的不同样本量下,PJForest均取得

了最好的表现.PJForest在ESR数据集n=100时,
分类错误率略大于极端随机森林,而F1-score却优

于极端随机森林,这是因为ESR数据集具备一定的

不均衡特性(癫痫病人数量少),而极端随机森林在

预测时倾向于多数类样本,所以有较低的分类错误

率,对少数类样本(癫痫病人)的识别较差,所以F1-
score差于PJForest.这个结果表明,PJForest能一

定程度地用于不均衡分类.

089 中国科学技术大学学报 第49卷



表2 各方法在公共数据集上的F1-score
Tab.2 TheF1-scoreofdifferentmethodsonpublicdatasets

公共数据集 样本量
分类方法

DecisionTree RandomForest Xgboost PJForest ExtraForest RP-KNN

hill-valley

n=100 0.515(0.032) 0.518(0.038) 0.532(0.047) 0.666(0.052) 0.513(0.050) 0.486(0.096)

n=200 0.522(0.021) 0.521(0.038) 0.533(0.032) 0.752(0.038) 0.522(0.036) 0.493(0.080)

n=500 0.529(0.025) 0.548(0.018) 0.549(0.023) 0.865(0.017) 0.550(0.018) 0.561(0.051)

HAR

n=100 0.793(0.038) 0.892(0.019) 0.885(0.026) 0.911(0.017) 0.895(0.020) 0.910(0.019)

n=200 0.801(0.030) 0.904(0.016) 0.904(0.023) 0.922(0.009) 0.912(0.013) 0.915(0.013)

n=500 0.816(0.032) 0.915(0.008) 0.898(0.017) 0.930(0.006) 0.920(0.008) 0.923(0.005)

ESR

n=100 0.752(0.059) 0.788(0.057) 0.835(0.072) 0.915(0.011) 0.829(0.036) 0.803(0.059)

n=200 0.809(0.05) 0.854(0.018) 0.874(0.03) 0.937(0.006) 0.862(0.014) 0.889(0.024)

n=500 0.865(0.034) 0.886(0.008) 0.916(0.018) 0.954(0.002) 0.888(0.009) 0.918(0.010)

[注]数据为100次实验的F1-score的平均值,括号内是标准差.黑体数字表示最优的结果.

  无论是以分类错误率还是以F1-score作为评

价指标,PJForest均有优异的表现.实证分析的结

果表明,对于图像、信号数据,往往维度较高且包含

大量噪音,随机投影能有效地对这类数据降维,经过

集成能克服噪音的影响,这使得PJForest比起随机

森林、Xgboost等方法有更好的分类表现.

3 结论

本文提出了一种基于随机投影的决策树集成分

类方法PJForest.本文研究表明,一方面随机投影能

有效对高维数据进行降维,保持数据几何结构的信

息;另一方面随机投影还能丰富集成学习的多样性,
并且 经 过 集 成 可 有 效 克 服 噪 音 的 影 响,这 使 得

PJForest有较好的泛化性能.对于PJForest,本文证

明了其泛化误差EA[R(Cn)]以
1
B

的速度收敛到

R(C*
n );通过选取较大的B 能得到具有较好分类性

能的PJForest分类器;降维维度d 可以使用留一交

叉验证或K 折交叉验证的方法进行优选.本文还通

过模拟研究与实证分析对PJForest的有效性进行

测试.模拟研究表明PJForest能有效地对包含有大

量 噪 音 的 高 维 数 据 进 行 分 类;实 证 分 析 表 明

PJForest十分适合处理高维有噪音的图像数据、信
号数据,与已有的诸如随机森林、Xgboost等方法相

比,有更好的分类表现.
本文方法PJForest是在假设数据均衡条件下

提出的,许多实际中的应用还要求处理严重不均衡

数据,PJForest可以进一步地拓展到高维不均衡数

据的情形下.一个简便的方法是在PJForest进行投

票时,根据数据的先验分布去决定投票阈值α,即令

PJForest分类器为

Cn(x)=I(M(B)
n (x)≥α).

在数据分布均衡的情形下,那么α=
1
2
;在数据非均

衡情形下,使用数据驱动的方式决定投票阈值α,即
可以根据已有数据去估计类别的先验分布:

α=
∑
n

i=1
I(yi=1)

n .
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附录

定理1.1的证明与文献[26]类似,本文将其拓展到PJForest情形下.
定理1.1证明 首先推导一个分解公式,注意到

R(Cn)=∫Rp×{0,1}
I(Cn(x)≠y)dP(x,y)=π1∫RpI(Cn(x)≠1)dμ1(x)+π0∫RpI(Cn(x)≠0)dμ0(x).

  定义

ERRB,0=∫RpI(Cn(x)≠0)dμ0(x)=∫RpI(M
(B)
n (x)≥

1
2
)dμ0(x),

ERRB,1=∫RpI(Cn(x)≠1)dμ1(x)=∫RpI(M
(B)
n (x)≤

1
2
)dμ1(x).

那么有如下分解公式成立:
R(Cn)=π0ERRB,0+π1ERRB,1 (A1)

式中,ERRB,l 表示在Y=l时的泛化误差.于是只需分别考虑ERRB,0,ERRB,1.由于ERRB,0 与ERRB,1 是类

似的,本文只考虑ERRB,1 的情形.
下面证明EA[ERRB,1]的收敛.

定义 HB(x)=I(M(B)
n (x)≤

1
2
),那么可以将ERRB,1 写成

ERRB,1=∫RpI(M
(B)
n (x)≤

1
2
)dμ1(x)=∫Rp HB(x)dμ1(x),

又设hB(x)=EA[HB(x)]=PA(M(B)
n (x)≤

1
2
),那么EA[ERRB,1]=∫RphB(x)dμ1(x).注意到M *

n (x)与

hB(x)的联系,设U1,…,UB~U[0,1],令gB(s)=P(
1
B∑

B

i=1
I(Ui≤s)≤

1
2
),因为随机变量序列{MAin (x)}

与{I(Ui≤M *
n (x))}都服从Bernoulli(M *

n (x))分布.所以对所有的x 与B 有下式成立:
hB(x)=gB(M *

n (x)) (A2)
于是可以利用条件1.1与式(A2)作变量替换,有

EA[ERRB,1]=∫RphB(x)dμ1(x)=EX|Y=1[hB(x)]=EX|Y=1[gB(M *
n (x))]=

EM*n (X)|Y=1[gB(x)]=∫
1

0
gB(θ)f1(θ)dθ=∫

1
2

0
(gB(θ)f1(θ)+gB(1-θ)f1(1-θ))dθ,

最后一个等式是在积分区间[1
2
,1]中使用1-θ代替θ 而得.又F1(

1
2
)=∫

1
2

0
f1(θ)dθ,则有

EA[ERRB,1]-F1(
1
2
)=∫

1
2

0
(gB(θ)-1)f1(θ)+gB(1-θ)f1(1-θ)dθ.

利用gB 的对称性,

gB(1-θ)=P(
1
B∑

B

i=1
I(Ui ≤1-θ)≤

1
2
)=P(

1
B∑

B

i=1
I(Ui ≥θ)≤

1
2
)=

1-P(
1
B∑

B

i=1
I(Ui ≤θ)≤

1
2
)=1-gB(θ),

可得EA[ERRB,1]-F1(
1
2
)=∫

1
2

0
gB(1-θ)(f1(1-θ)-f1(θ))dθ.作变量替换:θ=

1
2 -

u
B
,u∈[0,

B
2
],那么
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B(EA[ERRB,1]-F1(
1
2
))=∫

B
2

0
gB(

1
2+

u
B
)
f1(

1
2+

u
B
)-f1(

1
2 -

u
B
)

2u
B

2udu (A3)

记式(A3)积分号内的式子为ψB(u).需要利用控制收敛定理证明式(A3)的收敛.

首先证ψB(u)有界.因为f1 在
1
2

的邻域内满足Lipschitz条件,所以∃κ>0,对充分大的B,下式成立:

f1(
1
2+

u
B
)-f1(

1
2 -

u
B
)

2u
B

≤κ.

  对于gB,利用Hoeffding’s不等式等[27],可得gB(
1
2+

u
B
)≤e-2u2,其中0≤u ≤

B
2
,所以可证有

界性:

B(EA[ERRB,1]-F1(
1
2
))=∫

B
2

0
ψB(u)du≤∫

B
2

0
2κue-2u2du=

κ
2
(1-e-

B
2)→

κ
2 < ∞.

  接着,只需证B(EA[ERRB,1]-F1(
1
2
))的收敛.下式是显而易见的:

f1(
1
2+

u
B
)-f1(

1
2 -

u
B
)

2u
B

→f'1(
1
2
).

故只需要考虑gB(
1
2+

u
B
).这里利用经验过程的方法去证明所要求的收敛,设Ft(θ)=

1
B∑

B

i=1
I(Ui≤θ),

那么有

gB(
1
2+

u
B
)=P(FB(

1
2+

u
B
)≤

1
2
)=P(B(FB(

1
2+

u
B
)-(

1
2+

u
B
))≤-u),

由Donsker’stheorem[28],如果 序列{θB}∈[0,1]收敛到θ0,那么下式弱收敛成立:

B(FB(θB)-θB)→Bθ0.
其中,B 是标准的布朗桥,Bθ0~N(0,θ0(1-θ0)).

又
1
2+

u
B
→
1
2
,故gB(

1
2+

u
B
)→Φ(-2u),那么由控制收敛定理立即可证

B(EA[ERRB,1]-F1(
1
2
))→2f'1(

1
2
)∫

∞

0
uΦ(-2u))du=

1
8f'1

(1
2
).

从而可得

EA[ERRB,0]=1-F0(
1
2
)+

1
8Bf0'(

1
2
)+o(

1
B
),

EA[ERRB,1]=F1(
1
2
)+

1
8Bf'1

(1
2
)+o(

1
B
).

由分解公式(A1)容易证明EA[R(Cn)]的收敛:
EA[R(Cn)]=π0EA[ERRB,0]+π1EA[ERRB,1]=

π0(1-F0(
1
2
)+

1
8Bf0'(

1
2
)+o(

1
B
))+π1(F1(

1
2
)+

1
8Bf'1

(1
2
)+o(

1
B
))=

R(C*
n )+

π0f'0(
1
2
)+π1f'1(

1
2
)

8B +o(
1
B
).
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