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一类具有随机扰动的ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ＳＩＲ传染病模型的渐近行为

朱　玲

（安徽农业大学理学院，安徽合肥２３００３６）

摘要：考虑了一类自然死亡率受环境噪声随机扰动的ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ＳＩＲ传染病模型的渐近行为．首先，论证了模型
依概率１存在正解．然后通过随机Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数方法证明了当Ｒ０＜１时无病平衡点的随机稳定性，并给出
了当Ｒ０＞１时的一些考虑长时间状态的渐近结果．当噪声强度很小且因病死亡率满足一定条件时，模型解围
绕确定性模型的解长时间随机振荡，振荡幅度随着噪声强度的减小而减小，这说明了疾病将流行．
关键词：随机ＳＩＲ模型；ｌｏｇｉｓｔｉｃ出生率；无病平衡点；地方病平衡点；随机Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数；随机稳定
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　　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２　（ｉ）Ｉｆ　Ｒ０＝β
Ｋ
δ ≤

１，σ２＜ｍｉｎ｛μ，

ｒ｝，ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（０，０，Ｋ）ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ （４）ｉｓ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｌａｒｇｅ．
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（ｉｉ）Ｌｅｔ（Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ），Ｎ（ｔ））ｂｅ　ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ
Ｓｙｓｔｅｍ （４）ｗｉｔｈ　ａｎｙ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｖａｌｕｅ（Ｉ（０），Ｒ（０），Ｎ

（０））∈Ω＊．Ｉｆ　Ｒ０＞１，α＜
ｒ

２＋ １
１＋γ／μ（ ）

ａｎｄσ２ ＜

２μ，ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｈａｖｅ

ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ∫

ｔ

０
［（Ｉ－Ｉ＊）２＋（Ｒ－

２μ
２μ－σ

２Ｒ＊）２＋

（Ｎ－Ｎ＊）２］ｄｓ≤
Ｋσ
Ｍ
，ａ．ｓ．，

ｗｈｅｒｅ

Ｋσ＝（
１
２β
Ｉ＊ ＋

１
γ

μ
２μ－σ

２Ｒ＊２＋
１
２α
Ｎ＊２）σ２，

Ｍ ＝ｍｉｎ｛
１
γ
（μ－

１
２σ

２），（ｒＮ
＊

Ｋα －
１）｝，

ａｎｄ　Ｅ＊ ＝ （Ｉ＊，Ｒ＊，Ｎ＊ ）ｉｓ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ （２）．

２　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

Ｗｅ　ｐｒｏｖｉｄｅ　ｓｏｍｅ　ｕｓｅｆｕｌ　ｌｅｍｍａｓ　ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｏｕｒ
ｍａｉｎ　 ｒｅｓｕｌｔｓ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒ　 ｔｈｅ　 ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄ
ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ｅｑｕａｔｉｏｎ

ｄｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）［１－
ｘ（ｔ）
Ｋ
］（ｒｄｔ＋σｄＢ（ｔ））（５）

ｗｈｅｒｅ　Ｂ（ｔ）ｉｓ　１－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｓｔａｎｄａｒｄ　Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｍｏｔｉｏｎ．Ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ　ｃａｎ　ｂｅ　ｆｏｕｎｄ　ｉｎ　Ｒｅｆ．
［１９］．

Ｌｅｍｍａ　２．１［１９］　Ｆｏｒ　ａｎｙ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｖａｌｕｅ　０＜ｘ０＜
Ｋ，ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ａ　ｕｎｉｑｕｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｘ（ｔ）ｔｏ　Ｅｑ．（５）ｏｎ　ｔ
≥０ａｎｄ（ｔ）＜ｘ（ｔ）＜Ｋ，ｗｈｅｒｅ

（ｔ）＝
Ｋ

１＋（
Ｋ
ｘ０
－１）ｅ－ｒｔ＋

１
２σ２ｔ－σＢ（ｔ）

．

　　Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｃａｎ　ｓｅｅ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｔｗｏ　ｌｅｍｍａｓ　ｉｎ
Ｒｅｆ．［２１］．Ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ａ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｅｑｕａｔｉｏｎ
ｄｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄｔ＋ｇ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄＢ（ｔ），ｔ≥ｔ０

（６）

Ａｓｓｕｍｅ　ｆ（０，ｔ）＝０ａｎｄ　ｇ（０，ｔ）＝０ｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ≥ｔ０．Ｓｏ
ｘ（ｔ）≡０ｉｓ　ａ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｔｏ　Ｅｑ．（６），ｃａｌｌｅｄ　ｔｈｅ　ｔｒｉｖｉａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｒ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ．

Ｌｅｍｍａ　２．２［２１］　Ｉｆ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ－
ｄｅｆｉｎｉｔｅ　ｄｅｃｒｅｓｃｅｎｔ　ｒａｄｉａｌｌｙ　ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｖ
（ｘ，ｔ）∈Ｃ２，１（ＲＲｄ×［ｔ０，＋∞）；ＲＲ＋）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　Ｌ
Ｖ（ｘ，ｔ）ｉｓ　ｎｅｇａｔｉｖｅ－ｄｅｆｉｎｉｔｅ，ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｔｒｉｖｉａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｅｑ．（６）ｉｓ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ
ｓｔａｂｌｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｌａｒｇｅ．

Ｌｅｍｍａ２．３［２１］　（Ｓｔｒｏｎｇ　ｌａｗ　ｏｆ　ｌａｒｇｅ　ｎｕｍｂｅｒｓ）

Ｌｅｔ　Ｍ＝｛Ｍｔ｝ｔ≥０ｂｅ　ａｒｅａｌ－ｖａｌｕｅｄ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｌｏｃａｌ
ｍａｒｔｉｎｇａｌｅ　ｖａｎｉｓｈｉｎｇ　ａｔ　ｔ＝０．Ｔｈｅｎ

ｌｉｍ
ｔ→∞
〈Ｍ，Ｍ〉ｔ＝ ∞ａ．ｓ．ｌｉｍ

ｔ→∞

Ｍｔ
〈Ｍ，Ｍ〉ｔ

＝０ａ．ｓ．

ａｎｄ　ａｌｓｏ

ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｔ→∞

〈Ｍ，Ｍ〉ｔ
ｔ ＜∞ａ．ｓ．ｌｉｍ

ｔ→∞

Ｍｔ
ｔ ＝０ａ．ｓ．．

　　Ａｔ　ｌａｓｔ，Ｗｅ　ｐｒｏｖｅ　ａｕｓｅｆｕｌ　ｌｅｍｍａ．
Ｌｅｍｍａ２．４　Ａｓｓｕｍｅ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

Ｅ＊＝（Ｉ＊，Ｒ＊，Ｎ＊）ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ （２）ｅｘｉｓｔｓ　ａｎｄα＜
ｒ

２＋ １
１＋γ／μ（ ）

．Ｔｈｅｎ

ｒＮ＊

αＫ －１＞０ （７）

　　Ｐｒｏｏｆ　Ｅ＊ ＝（Ｉ＊，Ｒ＊，Ｎ＊）ｉｓ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ（２），ａｃｃｏｒｄｉｎｇ　ｔｏ　Ｒｅｆ．［１７］，

Ｎ＊ｉｓ　ｔｈｅ　ｒｏｏｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｉｎ　ｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｖａｌ（０，Ｋ）：

α－αδ
βＮ

－ｒ（１＋γ
μ
）（１－

Ｎ
Ｋ
）＝０，

ｉ．ｅ．
ｒ
Ｋ
（１＋γ

μ
）Ｎ２＋［α－ｒ（１＋γ

μ
）］Ｎ－αδ

β
＝０．

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，

Ｎ＊ ＞－
α－ｒ（１＋γ

μ
）

２ｒＫ
（１＋γ

μ
）

（８）

　　Ｉｆα＜
ｒ

２＋ １
１＋γ／μ（ ）

，ｔｈｅｎ

－α－
ｒ（１＋γ／μ）

２ｒＫ
（１＋γ／μ）

＞
α
ｒ／Ｋ

（９）

Ｂｙ（８）ａｎｄ（９），ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｎ＊ ＞
α
ｒ／Ｋ．

Ｓｏ，

ｒＮ＊

αＫ －１＞０．

　　Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｔｈｕｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．
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３　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ

Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｂｙ　ａｐｐｌｙｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｉｎ　ｔｈｅ
ｐｒｅｖｉｏｕｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｐｒｏｖｉｄｅ　ｔｈｅ　ｄｅｔａｉｌｅｄ　ｐｒｏｏｆｓ　ｏｆ
ｔｈｅ　ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ　ｉｎ　Ｓｅｃｔｉｏｎ　１．２．Ｆｉｒｓｔ　ｗｅ
ｐｒｏｖｅ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．１．

Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．１　Ｓｉｎｃｅ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎ　ａｒｅ　ｌｏｃａｌｌｙ　Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｆｏｒ　ａｎｙ
ｉｎｉｔｉａｌ　ｖａｌｕｅ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０））∈Ω＊，ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ａ
ｕｎｉｑｕｅ　ｌｏｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔ∈［０，τｅ），ｗｈｅｒｅτｅｉｓ　ｔｈｅ
ｅｘｐｌｏｓｉｏｎ　ｔｉｍｅ［２１］．Ｔｏ　ｓｈｏｗ　ｔｈｉｓ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｉｓ　ｇｌｏｂａｌ，

ｗｅ　ｎｅｅｄ　ｔｏ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔτｅ＝∞ａ．ｓ．．Ｌｅｔ　ｋ０ ＞１ｂｅ
ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ　ｌａｒｇｅ　ｓｏ　ｔｈａｔ　Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ （０）ａｌｌ　ｌｉｅ

ｗｉｔｈｉｎ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ［
１
ｋ０
，ｋ０］．Ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｋ≥

ｋ０ｄｅｆｉｎｅ　ｔｈｅ　ｓｔｏｐｐｉｎｇ　ｔｉｍｅ

τｋ ＝ｉｎｆ｛ｔ∈ ［０，τｅ）：Ｓ（ｔ） （
１
ｋ
，ｋ）ｏｒ

Ｉ（ｔ） （
１
ｋ
，ｋ）ｏｒ　Ｒ（ｔ） （

１
ｋ
，ｋ）｝，

ｗｈｅｒｅ　ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ｗｅ　ｓｅｔ　ｉｎｆ＝∞ （ａｓ
ｕｎｕａｌ ｄｅｎｏｔｅｓ　ｔｈｅ　ｅｍｐｔｙ　ｓｅｔ）．Ｃｌｅａｒｌｙ，τｋｉｓ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ａｓ　ｋ→∞．Ｓｅｔτ∞ ＝ｌｉｍ

ｋ→∞
τｋ，ｗｈｅｎｃｅτ∞≤

τｅａ．ｓ．．Ｉｆ　ｗｅ　ｃａｎ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔτ∞＝∞ａ．ｓ．ｔｈｅｎτｅ＝
∞ａｎｄ（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））∈ＲＲ３＋ａ．ｓ．ｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ≥０．Ｉｎ
ｏｔｈｅｒ　ｗｏｒｄｓ，ｔｏ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ａｌｌ　ｗｅ　ｎｅｅｄ　ｔｏ
ｓｈｏｗ　ｉｓ　ｔｈａｔτ∞ ＝∞ａ．ｓ．．Ｆｏｒ　ｉｆ　ｔｈｉｓ　ｓｔａｔｅｍｅｎｔ　ｉｓ
ｆａｌｓｅ，ｔｈｅｎ　ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ａｐａｉｒ　ｏｆ　ｃｏｎｓｔａｎｔｓ　Ｔ＞０ａｎｄ
∈（０，１）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ

Ｐ｛τ∞ ≤Ｔ｝＞．
Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ａｎ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｋ１≥ｋ０ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ，

Ｐ｛τｋ ≤Ｔ｝＞ｆｏｒ　ａｌｌ　ｋ≥ｋ１ （１０）

　　Ｂｅｓｉｄｅｓ，ｆｏｒ　ｔ≤τｋ，ｗｅ　ｃａｎ　ｓｅｅ

ｄＮ（ｔ）≤ ［ｒ（１－
Ｎ（ｔ）
Ｋ
）Ｎ（ｔ）］ｄｔ＋

σ（１－
Ｎ（ｔ）
Ｋ
）Ｎ（ｔ）ｄＢ（ｔ）．

　　Ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ａｕｘｉｌｉａｒｙ　ｅｑｕａｔｉｏｎ

ｄｘ（ｔ）＝［（１－
ｘ（ｔ）
Ｋ
）ｘ（ｔ）］（ｒｄｔ＋σｄＢ（ｔ）），

ｘ（０）＝Ｎ（０）
烅
烄

烆
（１１）

　　Ｆｒｏｍ　Ｌｅｍｍａ２．１，ｗｅ　ｋｎｏｗｎ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ
ａｕｎｉｑｕｅ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｘ （ｔ）ｏｆ

Ｓｙｓｔｅｍ （１１）ｆｏｒ　ａｎｙ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｖａｌｕｅ　０＜Ｎ
（０）＜Ｋ ａｎｄ　ｘ（ｔ）＜Ｋ．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｂｙ　ｔｈｅ
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｔｈｅｏｒｅｍ　ｏｆ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｎ（ｔ）≤ｘ（ｔ）ｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ≥０ａ．ｓ．．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｎ（ｔ）＜Ｋ＜∞ｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ≥０ａ．ｓ．．Ｄｅｆｉｎｅ　ａ
Ｃ２－ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｖ：ＲＲ３＋→ＲＲ＋ｂｙ

Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）＝Ｓ－ａ－ａｌｎ
Ｓ
ａ ＋

Ｉ－１－ｌｎＩ＋Ｒ－１－ｌｎＲ ．
　　Ｔｈｅ　ｎｏｎ－ｎｅｇａｔｉｖｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｃａｎ　ｂｅ　ｓｅｅｎ
ｆｒｏｍｕ－１＋ｌｎｕ≥０  ｕ＞０．Ｕｓｉｎｇ　Ｉｔ　ｏ

︿’ｓ
ｆｏｒｍｕｌａ，ｗｅ　ｃｏｍｐｕｔｅ

ｄＶ＝ＬＶｄｔ＋σ［（Ｓ－ａ－（１－
ａ
Ｓ
）Ｎ

２

Ｋ ＋

（Ｉ－１）＋（Ｒ－１）］ｄＢ（ｔ），

ｗｈｅｒｅ

ＬＶ＝（１－
ａ
Ｓ
）［（ｂ－ｒ

Ｎ
Ｋ
）Ｎ－βＳＩ－μＳ］＋

ａσ２

２Ｓ２
（Ｓ－

Ｎ２

Ｋ
）２＋

（１－
１
Ｉ
）（βＳＩ－δＩ）＋

σ２

２＋

（１－
１
Ｒ
）（γＩ－μＲ）＋

σ２

２＝

（ｂ－ｒ
Ｎ
Ｋ
）Ｎ－βＳＩ－μＳ－ａ（ｂ－ｒ

Ｎ
Ｋ
）Ｎ
Ｓ ＋

ａβＩ＋μａ＋βＳＩ－δＩ－βＳ＋δ＋γＩ－μＲ－γ
Ｉ
Ｒ ＋

μ＋
σ２

２
（
ａ（Ｓ－

Ｎ２

Ｋ
）２

Ｓ２ ＋２）≤

ｂＫ＋δ＋（１＋ａ）μ＋σ
２（ａ
２＋

１）＋［ａβ－（α＋μ）］Ｉ．

Ｃｈｏｏｓｅ　ａ＝
α＋μ
β
，ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ａβ－（α＋μ）＝０，ｔｈｅｎ

ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）≤

ｂＫ＋δ＋（１＋ａ）μ＋σ
２（ａ
２＋

１）：＝Ｋ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，

∫
τｋ∧Ｔ

０
ｄＶ（Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ），Ｎ（ｔ））≤ 　　　　　　

∫
τｋ∧Ｔ

０
σ［（Ｓ－ａ－（１－

ａ
Ｓ
）Ｎ

２

Ｋ ＋

（Ｉ－１）＋（Ｒ－１）］ｄＢ（ｔ）＋∫
τｋ∧Ｔ

０
Ｋ槇ｄｔ．
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Ｔｈｉｓ　ｉｍｐｌｉｅｓ　ｔｈａｔ，

Ｅ［Ｖ（Ｉ（τｋ ∧Ｔ），Ｒ（τｋ ∧Ｔ），Ｎ（τｋ ∧Ｔ））］≤

Ｖ（Ｉ（０），Ｒ（０），Ｎ（０））＋Ｅ∫
τｋ∧Ｔ

０
Ｋ槇ｄｔ≤

Ｖ（Ｉ（０），Ｒ（０），Ｎ（０））＋Ｋ槇Ｔ． （１２）

ＳｅｔΩｋ＝τｋ≤Ｔｆｏｒ　ｋ≥ｋ１ａｎｄ　ｂｙ（１０），Ｐ（Ωｋ）≥．
Ｎｏｔｅ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ｅｖｅｒｙΩ∈Ωｋ，ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ａｔ　ｌｅａｓｔ　ｏｎｅ　ｏｆ

Ｓ（τｋ，Ω），Ｉ（τｋ，Ω），Ｒ（τｋ，Ω）ｅｑｕａｌｓ　ｋ　ｏｒ
１
ｋ
，ａｎｄ

ｈｅｎｃｅ　Ｖ（Ｓ（τｋ∧Ｔ），Ｉ（τｋ∧Ｔ），Ｒ（τｋ∧Ｔ））ｉｓ　ｎｏ

ｌｅｓｓ　ｔｈａｎ　ｋ－１－ｌｎｋ　ｏｒ
１
ｋ－１－ｌｎ

１
ｋ＝

１
ｋ－１＋ｌｎｋ．

Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，

Ｖ（Ｓ（τｋ ∧Ｔ），Ｉ（τｋ ∧Ｔ），Ｒ（τｋ ∧Ｔ））≥

（ｋ－１－ｌｎｋ）∧ （
１
ｋ －１＋ｌｎｋ

）．

　　Ｔｈｅｎ　ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ（１０）ａｎｄ（１２）ｔｈａｔ

Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０））＋Ｋ槇Ｔ ≥
Ｅ［１Ωｋ（Ω）Ｖ（Ｓ（τｋ ∧Ｔ），Ｉ（τｋ ∧Ｔ），Ｒ（τｋ ∧Ｔ））］≥

［（ｋ－１－ｌｎｋ）∧ （
１
ｋ －１＋ｌｎｋ

）］，

ｗｈｅｒｅ　１Ωｋ（Ω）ｉｓ　ｔｈｅ　ｉｎｄｉｃａｔｏｒ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆΩｋ．Ｌｅｔ　ｋ
→∞ｌｅａｄ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ

∞ ＞Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０））＋Ｋ槇Ｔ＝∞．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ　ｗｅ　ｈａｖｅτ∞＝∞ａ．ｓ．．

Ｒｅｍａｒｋ　３．１　Ｆｒｏｍ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．１，ｗｅ　ｃａｎ
ｅａｓｉｌｙ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｒｅｇｉｏｎ　Ｈ＝｛（Ｉ，Ｒ，Ｎ）∈ＲＲ３＋，Ｉ
＋Ｒ≤Ｎ≤Ｋ｝ｉｓ　ａｐｏｓｉｔｉｖｅｌｙ　ｉｎｖａｒｉａｎｔ　ｓｅｔ　ｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏ（４）．
３．１　Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｐｒｏｖｅ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉ）

ａｂｏｕｔ　ｔｈｅ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｉｎ
ｔｈｅ　ｌａｒｇｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｓｅａｓｅ－ｆｒｅｅ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｆｏｒ　ｔｈｅ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ（４）．

Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉ）　Ｌｅｔ　ｘ＝Ｉ，ｙ＝Ｒ，ｚ
＝Ｎ－Ｋ．Ｔｈｅｎ　ｘ≥０，ｙ≥０，ｚ≤０ａｎｄ　Ｓｙｓｔｅｍ
（４）ｂｅｃｏｍｅｓ
ｄｘ＝（β（Ｋ＋ｚ－ｘ－ｙ）ｘ－δｘ）ｄｔ＋σｘｄＢ（ｔ），

ｄｙ＝（γｘ－μｙ）ｄｔ＋σｙｄＢ（ｔ），

ｄｚ＝（－
ｒ
Ｋｚ
（Ｋ＋ｚ）－αｘ）ｄｔ－σＫｚ

（Ｋ＋ｚ）ｄＢ（ｔ）
烅

烄

烆
（１３）

　　Ｄｅｆｉｎｅ　ｔｈｅ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　Ｌｙａｐｕｎｏｖ　ｆｕｎｃｔｉｏｎＲＲ３→

ＲＲ＋：

Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
１
β
ｘ＋

１
２γｙ

２＋
１
２α
ｚ２．

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，Ｖ （ｘ，ｙ，ｚ）ｉｓ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ－ｄｅｆｉｎｉｔｅ，

ｄｅｃｒｅｓｃｅｎｔ　ａｎｄ　ｒａｄｉａｌｌｙ　ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ．Ｂｙ　Ｉｔ　ｏ
︿’ｓ

ｆｏｒｍｕｌａ，ｗｅ　ｃｏｍｐｕｔｅ

ＬＶ＝Ｋｘ＋ｘｚ－ｘ２－ｘｙ－
δ
β
ｘ＋ｘｙ－μγｙ

２＋

σ２

γｙ
２－

ｒ
αＫ
ｚ２（Ｋ＋ｚ）－ｘｚ＋ σ

２

αＫ２ｚ
２（Ｋ＋ｚ）２＝

（Ｋ－δ
β
）ｘ－ｘ２－

１
γ
（μ－σ

２）ｙ２＋

σ２

αＫ２ｚ
３（Ｋ＋ｚ）－

１
αＫ
ｚ２（Ｋ＋ｚ）（ｒ－σ２）．

Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｆａｃｔ　ｔｈａｔ　Ｒ０＝β
Ｋ
δ ≤

１ａｎｄ　Ｋ＋ｚ≥０，

ｃｈｏｏｓｅσ２ ＜ ｍｉｎ｛μ，ｒ｝，ｔｈｅｎ　ＬＶ　ｉｓ　ｎｅｇａｔｉｖｅ－
ｄｅｆｉｎｉｔｅ．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ２．２，ｗｅ　ｃｏｎｃｌｕｄｅ　ｔｈａｔ　ｕｎｄｅｒ

ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｒ０＝β
Ｋ
δ ≤

１，ｔｈｅ　ｔｒｉｖｉａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ

Ｓｙｓｔｅｍ（１３）ｉｓ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ
ｉｎ　ｔｈｅ　ｌａｒｇｅ，ｉ．ｅ．，ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（０，０，Ｋ）ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ
（４）ｉｓ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ　ｉｎ　ｔｈｅ
ｌａｒｇｅ．

Ｒｅｍａｒｋ　３．２　Ｆｒｏｍ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉ），Ｉｆ　Ｒ０＝

βＫ
δ ≤

１，σ２＜ｍｉｎ｛μ，ｒ｝，ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（０，０，

Ｋ）ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ （４）ｉｓ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ
ｓｔａｂｌｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｌａｒｇｅ．Ｉｔ　ｍｅａｎｓ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｄｉｓｅａｓｅ　ｗｏｕｌｄ
ｄｉｅ　ｏｕｔ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｎｏｉｓｅ　ｍｅｅｔｓ　ｃｅｒｔａｉｎ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．
３．２　Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｂｅｈａｖｉｏｒ

Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｓｈｏｗ　ｔｈｅ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｂｅｈａｖｉｏｒ　ａｒｏｕｎｄ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ．

Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉｉ）　Ｓｉｎｃｅ　Ｅ＊ ＝（Ｉ＊，

Ｒ＊，Ｎ＊）ｉｓ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ
（２），ｗｅ　ｈａｖｅ

β（Ｎ＊ －Ｉ＊ －Ｒ＊）＝δ，γＩ＊ －μＲ＊ ＝０，

ｒ（１－
Ｎ＊

Ｋ
）－α

Ｉ＊

Ｎ＊ ＝０
烍
烌

烎

（１４）

　　Ｄｅｆｉｎｅ
Ｖ（Ｉ，Ｒ，Ｎ）＝

１
β
（Ｉ－Ｉ＊ －Ｉ＊ｌｎＩ

Ｉ＊
）＋

１
２γ
（Ｒ－Ｒ＊）２＋
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Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊ －Ｎ＊ｌｎ Ｎ

Ｎ＊
）：＝Ｖ１＋Ｖ２＋Ｖ３．

　　Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，Ｖｉｓ　ｐｏｓｉｔｉｖｅｌｙ　ｄｅｆｉｎｉｔｅ．Ｂｙ　Ｉｔ　ｏ
︿’ｓ

ｆｏｒｍｕｌａ，ｗｅ　ｃｏｍｐｕｔｅ

ｄＶ：＝（ＬＶ１＋ＬＶ２＋ＬＶ３）ｄｔ＋σ［
１
β
（Ｉ－Ｉ＊）＋

１
γ
（Ｒ－Ｒ＊）Ｒ＋

Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）（１－

Ｎ
Ｋ
）］ｄＢ（ｔ），

ｗｈｅｒｅ

ＬＶ１＝
１
β
（１－

Ｉ＊

Ｉ
）（β（Ｎ－Ｉ－Ｒ）Ｉ－δＩ）＋

１
２β
σ２Ｉ＊ ＝

１
β
（Ｉ－Ｉ＊）（β（Ｎ－Ｉ－Ｒ）－

β（Ｎ＊ －Ｉ＊ －Ｒ＊））＋
１
２β
σ２Ｉ＊ ＝

－（Ｉ－Ｉ＊）２－（Ｉ－Ｉ＊）（Ｒ－Ｒ＊）＋

（Ｉ－Ｉ＊）（Ｎ－Ｎ＊）＋
１
２β
σ２Ｉ＊ （１５）

ＬＶ２＝
１
γ
（Ｒ－Ｒ＊）（γＩ－μＲ）＋

１
２γσ

２　Ｒ２＝

１
γ
（Ｒ－Ｒ＊）（γＩ－μＲ－γＩ＊ ＋μＲ＊）＋

１
２γσ

２　Ｒ２＝

（Ｉ－Ｉ＊）（Ｒ－Ｒ＊）－μγ
（Ｒ－Ｒ＊）２＋

１
２γσ

２　Ｒ２

（１６）

ＬＶ３＝
Ｎ＊

α
（１－

Ｎ＊

Ｎ
）［ｒＮ（１－

Ｎ
Ｋ
）－αＩ］＋

Ｎ＊２

２ασ
２（１－

Ｎ
Ｋ
）２＝

Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）［ｒ（１－

Ｎ
Ｋ
）－α

Ｉ
Ｎ
］＋

Ｎ＊２

２ασ
２（１－

Ｎ
Ｋ
）２＝

Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）［ｒ（１－

Ｎ
Ｋ
）－α

Ｉ
Ｎ －ｒ

（１－
Ｎ＊

Ｋ
）＋α

Ｉ＊

Ｎ＊
］＋

Ｎ＊２

２ασ
２（１－

Ｎ
Ｋ
）２＝

Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）［－

ｒ
Ｋ
（Ｎ－Ｎ＊）－α（

Ｉ
Ｎ －

Ｉ＊

Ｎ＊
）］＋

Ｎ＊２

２ασ
２（１－

Ｎ
Ｋ
）２＝

Ｎ＊

α
（－
ｒ
Ｋ ＋

αＩ
ＮＮ＊

）（Ｎ－Ｎ＊）２－

（Ｎ－Ｎ＊）（Ｉ－Ｉ＊）＋
Ｎ＊２

２ασ
２（１－

Ｎ
Ｋ
）２ ≤

Ｎ＊

α
（－
ｒ
Ｋ ＋

α
Ｎ＊
）（Ｎ－Ｎ＊）２－

（Ｎ－Ｎ＊）（Ｉ－Ｉ＊）＋
Ｎ＊２

２ασ
２（１－

Ｎ
Ｋ
）２ （１７）

ｗｈｅｒｅ（１４）ｉｓ　ｕｓｅｄ　ｉｎ　ｔｈｅ　ａｂｏｖｅ　ｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ．Ｓｏ，

ＬＶ＝ －（Ｉ－Ｉ＊）２－μγ
（Ｒ－Ｒ＊）２－

（ｒＮ
＊

αＫ －１）（Ｎ－Ｎ＊）２＋

１
２β
σ２Ｉ＊ ＋

１
２γσ

２　Ｒ２＋
Ｎ＊２

２ασ
２（１－

Ｎ
Ｋ
）２ ≤

－（Ｉ－Ｉ＊）２－μγ
Ｒ２＋

２μ
γ
ＲＲ＊ －μγ

Ｒ＊２－

（ｒＮ
＊

αＫ －１）（Ｎ－Ｎ＊）２＋

１
２β
σ２Ｉ＊ ＋

１
２γσ

２　Ｒ２＋
Ｎ＊２

２ασ
２＝

－（Ｉ－Ｉ＊）２－
１
γ
（μ－

１
２σ

２）（Ｒ－
２μ

２μ－σ
２Ｒ＊）２－

（ｒＮ
＊

αＫ －１）（Ｎ－Ｎ＊）２＋

１
２β
σ２Ｉ＊ ＋

１
γ

μσ
２

２μ－σ
２Ｒ＊２＋

Ｎ＊２

２ασ
２．

　　Ｎｏｔｅ　ｔｈａｔμ－
１
２σ

２＞０ａｎｄ　ｆｒｏｍ　Ｌｅｍｍａ　２．４，

ｗｅ　ｈａｖｅ
ｒＮ＊

αＫ
－１＞０，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，

ｄＶ ≤ ［－（Ｉ－Ｉ＊）２－
１
γ
（μ－

１
２σ

２）·

（Ｒ－
２μ

２μ－σ
２Ｒ＊）２－（

ｒＮ＊

αＫ －１）（Ｎ－Ｎ＊）２＋

１
２β
σ２Ｉ＊ ＋

１
γ

μσ
２

２μ－σ
２Ｒ＊２＋

Ｎ＊２

２ασ
２］ｄｔ＋

σ［
１
β
（Ｉ－Ｉ＊）＋

１
γ
（Ｒ－Ｒ＊）Ｒ＋

Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）（１－

Ｎ
Ｋ
）］ｄＢ（ｔ）．

　　Ｔｈｅｎ

∫
ｔ

０
［（Ｉ－Ｉ＊）２＋

１
γ
（μ－

１
２σ

２）（Ｒ－
２μ

２μ－σ
２Ｒ＊）２＋

（ｒＮ
＊

αＫ －１）（Ｎ－Ｎ＊）２］ｄｓ≤

Ｖ（０）＋
１
２β
σ２Ｉ＊ｔ＋

１
γ

μσ
２

２μ－σ
２Ｒ＊２ｔ＋

Ｎ＊２

２ασ
２ｔ＋

∫
ｔ

０
σ［
１
β
（Ｉ－Ｉ＊）＋

１
γ
（Ｒ－Ｒ＊）Ｒ＋

Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）（１－

Ｎ
Ｋ
）］ｄＢ（ｓ）．

　　Ｌｅｔ

Ｍｔ＝∫
ｔ

０
σ［
１
β
（Ｉ－Ｉ＊）＋

１
γ
（Ｒ－Ｒ＊）Ｒ＋
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Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）（１－

Ｎ
Ｋ
）］ｄＢ（ｔ），

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ａ　ｒｅａｌ－ｖａｌｕｅｄ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｌｏｃａｌ　ｍａｒｔｉｎｇａｌｅ，

Ｍ０＝０ａｎｄ
〈Ｍ，Ｍ〉ｔ
ｔ ＝

１
ｔ∫

ｔ

０
σ２［
１
β
（Ｉ－Ｉ＊）＋

１
γ
（Ｒ－Ｒ＊）Ｒ＋

Ｎ＊

α
（Ｎ－Ｎ＊）（１－

Ｎ
Ｋ
）］２ｄｓ≤

［１
β
Ｋ＋

１
γ
Ｋ２＋

１
α
Ｋ２］２σ２ ＜ ∞．

　　Ｔｈｅｎ　ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　２．３，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｍｔ

ｔ ＝０ａ．ｓ．．

　　Ｈｅｎｃｅ

ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ∫

ｔ

０
［（Ｉ－Ｉ＊）２＋

１
γ
（μ－

１
２σ

２）·

（Ｒ－
２μ

２μ－σ
２Ｒ＊）２＋

（ｒＮ
＊

αＫ －１）（Ｎ－Ｎ＊）２］ｄｓ≤Ｋσａ．ｓ．．

ｗｈｅｒｅ　Ｋσ＝（
１
２β
Ｉ＊＋

１
γ

μ
２μ－σ

２Ｒ＊２＋
１
２α
Ｎ＊２）σ２．

Ｌｅｔ

Ｍ ＝ｍｉｎ｛
１
γ
（μ－

１
２σ

２），（－
ｒＮ＊

Ｋα ＋
１）｝，

ｔｈｅｎ

ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ∫

ｔ

０
［（Ｉ－Ｉ＊）２＋（Ｒ－

２μ
２μ－σ

２Ｒ＊）２＋

（Ｎ－Ｎ＊）２］ｄｓ≤
Ｋσ
Ｍ ａ．ｓ．．

　　Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｔｈｕｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．
Ｒｅｍａｒｋ　３．３　Ｆｒｏｍ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉｉ），Ｉｆ　Ｒ０＞

１，α＜
ｒ

２＋ １
１＋γ／μ（ ）

ａｎｄσ２＜２μ，ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｗｉｌｌ

ｏｓｃｉｌｌａｔｅ　ａｒｏｕｎｄ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｆｏｒ　ａ　ｌｏｎｇ　ｔｉｍｅ，ａｎｄ　ｔｈｅ
ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ　ｄｅｃｒｅａｓｅｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｄｅｃｒｅａｓｅ　ｏｆ　ｗｈｉｔｅ
ｎｏｉｓｅ，ｗｈｉｃｈ　ｒｅｆｌｅｃｔｓ　ｔｈｅ　ｐｒｅｖａｌｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｓｅａｓｅ．

４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ

Ｉｎ　 ｔｈｉｓ　 ｓｅｃｔｉｏｎ， ｗｅ　 ｍａｋｅ　 ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ　ｔｏ　ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ　ｏｕｒ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ
Ｍｉｌｓｔｅｉｎ’ｓ　ｈｉｇｈｅｒ　ｏｒｄｅｒ　ｍｅｔｈｏｄ［２０］．Ｗｅ　ｇｅｔ　ｔｈｅ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｆｉｇｕｒｅｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｖａｌｕｅ（Ｉ（０），Ｒ

（０），Ｎ（０））＝（０．２，０．２，０．６）ａｎｄ　ｔｉｍｅ　ｓｔｅｐδｔ＝
１
２５
，

ｔｈｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｉｎ（４）ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ
Ｋ＝２，ｒ＝０．２，μ＝０．４，α＝０．０５，γ＝０．３．

　　Ｆｉｒｓｔ，ｗｅ　ｔａｋｅβ＝０．３，σ１＝０．３，σ２＝０．８，ｉｎ

ｔｈｉｓ　ｃａｓｅ，Ｒ０＝
４
５＜１

，ａｎｄβ＝０．３７５ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ

Ｒ０＝１．Ｗｅ　ｆｉｎｄ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｓｅ　ｌｉｎｅｓ　ｉｎ　Ｆｉｇｓ．１ａｎｄ　２ｆｉｔ
ｖｅｒｙ　ｗｅｌｌ，ｗｈｉｃｈ　ｉｍｐｌｉｅｓ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｄｉｓｅａｓｅ－ｆｒｅｅ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍＥ０＝（０，０，２）ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ（４）ｉｓ　ｇｌｏｂａｌｌｙ
ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ　ｂｕｔ　ｔｏｏ　ｌａｒｇｅσａｆｆｅｃｔｓ　ｔｈｅ
ｓｔａｂｉｌｉｔｙ．Ｔｈｉｓ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｓ　ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ
Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉ）．

Ｆｉｇ．１　Ｅ０＝（０，０，２）ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ（４）ｉｓ　ｇｌｏｂａｌｌｙ
ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ，ｗｈｅｎ　Ｒ０＜１

Ｆｉｇ．２　Ｅ０＝（０，０，２）ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ（４）ｉｓ　ｇｌｏｂａｌｌｙ
ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ，ｗｈｅｎ　Ｒ０＝１

Ｗｈｅｎβ＝０．５，ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｃｈｅｃｋ　ｔｈａｔ　Ｒ０ ＝
４
３＞１．

Ｗｅ　ｃｈｏｏｓｅσ１＝０．１，σ２＝０．０５，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ

９０９第１１期 Ｔｈｅ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ　ａ　ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ＳＩＲ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ



ｇｏｅｓ　ａｒｏｕｎｄ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍＥ＊ｆｏｒ　ａ　ｌｏｎｇ
ｔｉｍｅ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ　ｄｅｃｒｅａｓｅｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ
ｄｅｃｒｅａｓｅ　ｏｆ　ｗｈｉｔｅ　ｎｏｉｓｅ（ｓｅｅ　Ｆｉｇ．３．Ｔｈｉｓ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｓ
ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉｉ））．

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ（４）ｉｓ　ｇｏｉｎｇ　ａｒｏｕｎｄ

ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍ（２）

５　Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ　ｎｏｉｓｅ　ｃａｎ　ｂｅ　ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ　ｔｏ　ｈａｖｅ
ａ　ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ　ｅｆｆｅｃｔ　ｏｎ　ｔｈｅ　ａｄｖａｎｃｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ａｎ
ｅｐｉｄｅｍｉｃ．Ｆｏｒ　ｔｈｉｓ　ｓｔｕｄｙ，ｗｅ　ｐｒｅｓｅｎｔ　ｔｈｅ　ｄｙｎａｍｉｃｓ
ｏｆ　ａ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ＳＩＲ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ａｎ　ｏｖｅｒａｌｌ
ｆｏｒｃｅ　ｏｆ　ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｎｏｉｓｅｓ　ｏｆ　ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ．
Ｗｅ　ｓｕｐｐｏｓｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ　ｉｓ　ａ
ｗｈｉｔｅ　ｎｏｉｓｅ　ｓｏｒｔ　ｔｈａｔ　ｄｉｓｔｕｒｂｓ　ｔｈｅ　ｎａｔｕｒａｌ　ｄｅａｔｈ
ｒａｔｅμ．

Ｃｏｍｐａｒｅｄ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ（２），

ｗｅ　ｆｉｎｄ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｉｓｅ　ｌｅｖｅｌ　ｐｌａｙｓ　ａ
ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｒｏｌｅ．Ｗｅ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｓｕｍｍａｒｉｓｅ　ｏｕｒ　ｍａｉｎ
ｒｅｓｕｌｔｓ　ａｓ　ｆｏｌｌｏｗｓ：

（Ⅰ）Ｆｒｏｍ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉ），ｉｆ　Ｒ０≤１ｕｎｄｅｒ

ｔｈｅ　ｓｍａｌｌ　ｎｏｉｓｅ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｃａｓｅ，ｔｈａｔ　ｉｓσ２＜ｍｉｎ｛μ，ｒ｝，

ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（０，０，Ｋ）ｉｓ　ｆｏｕｎｄ　ｔｏ　ｂｅ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ
ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ．Ｔｈｉｓ　ｒｅｖｅａｌｓ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ（４）ｈａｓ　ｄｉｓｅａｓｅ　ｅｘｔｉｎｃｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ

ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｏｎｅ（ｓｅｅ　Ｆｉｇｓ．１ａｎｄ　２）．Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ，

ｔｈｅ　ｎｏｉｓｅ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｉｓ　ｚｅｒｏ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌｓ　ｂｅｃｏｍｅ
ｔｈｅ　ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ（２），ｔｈｅｒｅｂｙ　ｔｈｅ　ｄｉｓｅａｓｅ　ｉｓ
ｅｘｔｉｎｃｔ　ｔｏｏ．

（Ⅱ）Ｆｒｏｍ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２（ｉｉ），ｉｆ　Ｒ０＞１，ｔｈｅ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｒｅｖｏｌｖｅｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｅｎｄｅｍｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　Ｅ＊

ｆｏｒ　ａ　ｌｏｎｇｅｒ　ｄｕｒａｔｉｏｎ，ｗｈｉｌｅ　ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｒｅｄｕｃｅｓ
ｄｕｅ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｄｅｃｌｉｎｉｎｇ　ｗｈｉｔｅ　ｎｏｉｓｅ （Ｆｉｇ．３）．Ｔｈｉｓ
ｍｅａｎｓ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ（４）ｈａｓ　ｅｎｄｅｍｉｃ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ．Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ，ｔｈｅ　ｎｏｉｓｅ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｉｓ
ｚｅｒｏ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌｓ　ｂｅｃｏｍｅ　ｔｈｅ　ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ
ｍｏｄｅｌ（２），ｔｈｕｓ　ｔｈｅ　ｄｉｓｅａｓｅ　ｉｓ　ｅｎｄｅｍｉｃ，ｔｏｏ．

Ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ，ｏｎｌｙ　ｔｈｅ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ
ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ　ｉｓ　ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ　ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ．Ｉｎ　ｏｕｒ
ｕｐｃｏｍｉｎｇ　ｗｏｒｋ，ｗｅ　ｗｉｌｌ　ｆｕｒｔｈｅｒ　ｄｉｓｃｕｓｓ　ｏｔｈｅｒ

ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ，ｓｕｃｈ　ａｓ　ｅｒｇｏｄｉｃ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ，

ｔｈｅ　ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　ａｎ　ｉｎｖａｒｉａｎｔ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．Ａｎｄ　ｗｅ
ｗｏｕｌｄ　ｂｕｉｌｄ　ｓｏｍｅ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｔｉｍｅ　ｄｅｌａｙ，ａｇｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｃｏｎｔｒｏｌ　ｉｔｅｍ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］Ｍ’ＫＥＮＤＲＩＣＫ　Ｌ　Ｃ　Ａ　Ｇ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ｔｏ　ｍｅｄｉｃａｌ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ，１９２５，４４：９８－１３０．

［２］Ａ　ＬＬＥＮ　Ｌ　Ｊ　Ｓ，ＢＵＲＧＩＮ　Ａ　Ｍ．Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ　ａｎｄ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ＳＩＳ　ａｎｄ　ＳＩＲ　ｍｏｄｅｌ　ｉｎ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｔｉｍｅ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｂｉｏｓｃｉｅｎｃｅｓ，２０００，１６３
（１）：１－３３．

［３］ＮＳＥＬＬ　Ｉ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｔｉｍｅ　ｔｏ　ｅｘｔｉｎｃｔｉｏｎ　ｉｎ　ｒｅｃｕｒｒｅｎｔ
ｅｐｉｄｅｍｉｃｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｒｏｙａｌ　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ，

２０１０，６１（２）：３０９－３３０．
［４］ＮＳＥＬＬ　Ｉ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｑｕａｓｉ－ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ

ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ ［Ｊ］． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
Ｂｉｏｓｃｉｅｎｃｅｓ，１９９９，１５６（１／２）：２１－４０．

［５］ＬＩＮＤＨＯＬＭ　Ｍ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｔｉｍｅ　ｔｏ　ｅｘｔｉｎｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ａ　ｔｗｏ－
ｔｙｐｅ　ｖｅｒｓｉｏｎ　ｏｆ　Ｂａｒｔｌｅｔｔ’ｓ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｂｉｏｓｃｉｅｎｃｅｓ，２００８，２１２（１）：９９－１０８．

［６］ＢＥＲＥＴＴＡ　Ｅ，ＫＯＬＭＡＮＯＶＳＫＩＩ　Ｖ，ＳＨＡＩＫＨＥＴ　Ｌ．
Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｔｉｍｅ　ｄｅｌａｙｓ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ
ｂｙ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ　ｉｎ　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，１９９８，４５（３／４）：２６９－２７７．

［７］Ｌ　ＡＨＲＯＵＺ　Ａ，ＫＩＯＵＡＣＨ　Ｄ，ＯＭＡＲＩ　Ｌ．Ｇｌｏｂａｌ
ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ａ　ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ　ａｎｄ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ＳＩＲＳ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ ［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ａｎａｌｙｓｉｓ：

Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ　ａｎｄ　Ｃｏｎｔｒｏｌ，２０１１，１６（１）：５９－７６．
［８］Ｍ　ＡＹ　Ｒ　Ｍ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ａｎｄ　Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ　ｉｎ　Ｍｏｄｅｌ

Ｅｃｏｓｙｓｔｅｍｓ ［Ｍ ］． Ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ， ＮＪ： Ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，１９７３．

［９］Ｇ　ＲＡＹ　Ａ，ＧＲＥＥＮＨＡＬＧＨ　Ｄ，ＨＵ　Ｌ，ｅｔ　ａｌ．Ａ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ＳＩＳ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．
ＳＩＡＭ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｎ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１１，７１（３）：

８７６－９０２．
［１０］ＬＩＵ　Ｍ，ＷＡＮＧ　Ｋ．Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｅｒｇｏｄｉｃｉｔｙ
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ａｎｄ　ｅｘｔｉｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ａ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｌｏｇｉｓｔｉｃ
ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　Ｌｅｔｔｅｒｓ，２０１２，２５
（１１）：１９８０－１９８５．

［１１］Ｄ　ＡＬＡＬ　Ｎ， ＧＲＥＥＮＨＡＬＧＨ　Ｄ， ＭＡＯ　Ｘ．Ａ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ＡＩＤＳ　ａｎｄ　ｃｏｎｄｏｍ　ｕｓｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００７，３２５
（１）：３６－５３．

［１２］ＧＲＡＹ　Ａ，ＧＲＥＥＮＨＡＬＧＨ　Ｄ，ＭＡＯ　Ｘ，ｅｔ　ａｌ．Ｔｈｅ
ＳＩＳ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　Ｍａｒｋｏｖｉａｎ　ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，

２０１２，３９４（２）：４９６－５１６．
［１３］ＬＡＨＲＯＵＺ　Ａ，ＳＥＴＴＡＴＩ　Ａ．Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ

ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ　ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｖａｒｙｉｎｇ
ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ　ｓｉｚｅ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１３，２１９（２４）：１１１３４－１１１４８．

［１４］ＴＯＲＮＡＴＯＲＥ　Ｅ，ＢＵＣＣＥＬＬＡＴＯ　Ｓ　Ｍ，ＶＥＴＲＯ　Ｐ．
Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ａ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ＳＩＲ　ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．Ｐｈｙｓｉｃａ　Ａ，

２００５，３５４：１１１－１２６．
［１５］Ｊ　Ｉ　Ｃ　Ｙ，ＪＩＡＮＧ　Ｄ　Ｑ，ＳＨＩ　Ｎ　Ｚ．Ｔｗｏ－ｇｒｏｕｐ　ＳＩＲ

ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ａｃｔａ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ，２０１２，２８（１２）：２５４５－２５６０．

［１６］ＹＵ　Ｊ，ＪＩＡＮＧ　Ｄ，ＳＨＩ　Ｎ．Ｇｌｏｂａｌ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｗｏ－ｇｒｏｕｐ

ＳＩＲ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｒａｎｄｏｍ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００９，３６０
（１）：２３５－２４４．

［１７］ＺＨＡＮＧ　Ｊ，ＬＩ　Ｊ　Ｑ，ＭＡ　Ｚ　Ｅ．Ｇｌｏｂａｌ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ＳＩＲ
ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｍｏｄｅｌｓ　ｗｉｔｈ　ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ　ｓｉｚｅ　ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ　ｃｏｎｔａｃｔ
ｒａｔｅ［Ｊ］．Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２００４，２１（２）：２５９－２６７．
［１８］Ｊ　ＩＡＮＧ　Ｄ　Ｑ，ＳＨＩ　Ｎ　Ｚ．Ａ　ｎｏｔｅ　ｏｎ　ｎｏｎａｕｔｏｎｍｏｕｓ

ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｒａｎｄｏｍ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，２００５，３０３：

１６４－１７２．
［１９］ＪＩＡＮＧ　Ｄ　Ｑ，ＺＨＡＮＧ　Ｂ　Ｘ，ＷＡＮＧ　Ｄ　Ｈ，ｅｔ．ａｌ．

Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ，ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ，ａｎｄ　ｇｌｏｂａｌ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｔｏ　ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｒａｎｄｏｍ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ
ａｎｄ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ
［Ｊ］．Ｓｃｉｅｎｃｅ　ｉｎ　Ｃｈｉｎａ（Ｓｅｒｉｅｓ　Ａ），２００７，３７：７４２－７５０．

［２０］Ｈ　ＩＧＨＡＭ　Ｄ　Ｊ．Ａｎ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＳＩＡＭ　Ｒｅｖｉｅｗ，２００１，４３：５２５－５４６．

［２１］Ｍ　ＡＯ　Ｘ　Ｒ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｃｈｉｃｈｅｓｔｅｒ， Ｗｅｓｔ　Ｓｕｓｓｅｘ，ＵＫ：

Ｈｏｒｗｏｏｄ，１９９７．
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