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摘要:希格斯层最先由 Hitchin于２０世纪８０年代引入,经过３０余年的发展,取得了非常丰富的研

究结果,并且与其他数学研究领域有着密切联系,如规范理论、群表示论、凯勒与超凯勒几何、非阿

贝尔霍奇理论等．本文首先回顾希格斯层的相关基本概念,在此基础上介绍厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流

的相关经典结果及其发展历程,然后也介绍我们最近得到的关于厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流的收敛性

结果．
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Abstract:HiggssheaveswereintroducedbyHitchinat１９８０’s．Theytheyhavearichstructureandplaya

rolein many differentareasincluding gaugetheory,Kähler and hyperkähler geometry,group

representationsandnonabelianHodgetheory．HerethebasicconceptofHiggssheaveswerereviewed

first,andthentheclassicalresultsofthe HermitianＧYangＧMillsflow weresurveyed．Finally,an

introductionwasgiventointroduceourrecentworkonthelimitingbehavioroftheHermitianＧYangＧMills

flow．
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０　引言

令( ,)是一紧致凯勒(Kähler)流形,其上一

希格斯层(E,)即一个凝聚层E配上一个全纯场

∈ １,０( (E)),并满足 ∧ ＝０．如果凝聚层E

是无挠的(torsionＧfree)(resp．自反的,局部自由

的),则我们称希格斯层(E, )是无挠的(resp．自反

的,局部自由的)．上世纪８０年代 Hitchin
[１]在研究

黎曼面上自对偶方程时首次引入了希格斯层的概

念．随后Simpson
[２]研究了高维凯勒流形上的希格

斯丛及其在非阿贝尔霍奇 (nonabelianHodge)理

论中的应用．

从几何不变量理论出发,我们可在希格斯层上

引入稳定性概念．一个无挠的希格斯层(E,)称为是

稳定的(半稳定的),即其任意正则 不变凝聚子层

F E均成立:

　 (F)＝
(F)

F
＜ (≤) (E)＝

(E)

E
(１)

这里F的度(degree)定义如下:

(F)＝∫１(F)∧
－１,

式中,１(F)是F的第一陈类, (F)通常也称为F

的斜率(slope)．

希格斯层(E, )上给定一厄米特度量 ,在其

局部自由部分我们可考虑下面 HitchinＧSimpson

联络:

:＝ E＋ , １,０
, :＝

１,０
＋

∗ ,

, ＝ ＋
１,０
, (２)

式中, 是度量 所对应的陈联络, ∗ 是场 关

于度量 的共轭场．上述 HitchinＧSimpson联络的

曲率可表示为

　 , ＝ ＋[,
∗ ]＋

１,０
＋ E

∗ (３)

令 为希格斯层(E,)中的一厄米特度量,如

果其 HitchinＧSimpson 联络 , 所对应的曲率

,满足下列爱因斯坦条件:

－１∧ , ＝ E (４)

则称之为厄米特Ｇ爱因斯坦(HermitianＧEinstein)度

量．这里∧ 记为关于凯勒形式 作缩并,实数 ＝

２
( ) (E)

(E)．

当希格斯层(E, )是处处局部自由的(locally

free),即为希格斯丛(Higgsbundle),Hitchin和

Simpson分别在黎曼面和一般凯勒流形上得到下述

关于厄米特Ｇ爱因斯坦度量的存在性结果．

定理０．１
[１Ｇ２]　如果紧致凯勒流形上希格斯丛

(E,)中存在一厄米特Ｇ爱因斯坦度量当且仅当其为

多重稳定的．

上述定理在希格斯丛上给出从微分几何角度出

发的厄米特Ｇ爱因斯坦度量存在性和从代数几何不

变量理论出发的稳定性之间的对应关系．这一对应

通常也称之为希格斯丛版本的 HitchinＧKobayashi

对应 (或 DonaldsonＧUhlenbeckＧYau 定理)．有关

HitchinＧKobayashi对应方面的研究历史以及发展

进程可参考文献[１Ｇ１２]．

凝聚层(coherentsheaf)是代数几何的重要研

究对象．给定一全纯丛,由其局部截面所生成的凝聚

层必是处处局部自由的,反之局部自由的凝聚层必

由一全纯丛的局部截面所生成．但通常凝聚层并非

处处局部自由的,我们把非局部自由的那些点称为

奇点,从某种意义上凝聚层可看作带奇点的全纯丛．

Bando等
[８]在凝聚层E上引入相容(admissible)厄

米特度量的概念,并证明稳定的自反层上必存在相

容厄米特Ｇ爱因斯坦度量．文中我们记凝聚层E的奇

点集为∑,E上的所谓相容厄米特度量 ,即是全

纯丛E| \∑上的厄米特度量满足:①| | ,是平方

可积的;②|∧ | 为有界．

Simpson
[２]在 Higgs丛(E, )中引入如下厄米

特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流:

()－１
()
＝

－２(－１∧ ( ()＋[,
∗ ()])－ E),

(０)＝

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(５)

　　事实上,上述热流最先是由 Atiyah等
[１３]在全

纯丛 (即 ≡０)情形引入的,Donaldson
[５]利用该热

流证明稳定的全纯丛上必存在厄米特Ｇ爱因斯坦度

量．在一般的希格斯层(E,)上我们仍可考虑上述热

流,此时 ()是定义于其局部自由部分的厄米特

度量．根据Bando等
[８]的结果,对于自反希格斯层,

其上必存在厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流式(５)的长时间

解,并且如果自反希格斯层是稳定的,该热流解必收

敛于相容(admissible)厄米特Ｇ爱因斯坦度量
[１５]．如

果自反希格斯层是半稳定的,在文献[１６]中我们证

明:当 →∞必有

sup
∈ \∑

| －１∧ ( ()＋　　　　　　

[ , ∗ ()])－ E| ()( )→０ (６)

　　也即我们证明了半稳定自反希格斯丛上必存在
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渐近相容的厄米特Ｇ爱因斯坦度量．相关全纯丛和希

格斯丛的情形,可参见文献[２４Ｇ２６]．在文献[１６]中

我们建立了自反希格斯层上半稳定性和渐近相容厄

米特Ｇ爱因斯坦度量存在性之间的等价关系,作为应

用我们证明在紧致凯勒流形的半稳定自反希格斯层

上必成立BogomolovＧ型陈数不等式．

定理０．２
[１６]　令(E,)是紧致凯勒流形( , )

上的自反希格斯层,则其为半稳定的当且仅当其上

存在渐近相容厄米特Ｇ爱因斯坦度量．

当自反希格斯丛是非稳定时,厄米特Ｇ杨Ｇ米尔

斯热流的无穷远处渐近行为又如何? 我们首先回顾

无 挠 希 格 斯 层 (E, )的 HarderＧNarasimhanＧ

Seshadri滤过(filtration),即存在一列 不变的凝

聚子层

０＝E０ ⊂E１ ⊂ � ⊂E＝E (７)

使得每个商层 ＝E/E－１都是无挠,并且在诱导希

格斯场 下,( , )是稳定的希格斯层,商层的

斜率满足 ( )≥ ( ＋１),进一步,相关直和层

(associatedgradedobject)

(E)＝� ＝１ (８)

在同构意义下是唯一决定的．

在文献[８]中,Bando和Siu证明:在自反层上,

沿着厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流式(５)的长时间解,必存

在一子列 ( ),通过取相应的规范变换,其对应的

陈联络 ( )在一紧集∑ ⊂ 外弱 １,２ 拓扑意

义下收 敛 于 一极 限 联 络 ∞,其 中 紧 集 ∑ 具

Hausdorff余维数至少为４．由 Hong等
[１７]的小能量

正则性估计可知上述的收敛实际上是局部光滑的．

进一步,Bando和Siu证明:极限联络的平均曲率张

量 －１∧ ∞是平行的,对应于 －１∧ ∞的

特征子丛,在 \(∑E∪∑ )上极限丛( ∞, ∞
)

具有下面的全纯分解:

( ∞, ∞
)＝�

＝１

( ∞, ∞,
) (９)

式中,每个全纯丛( ∞, ∞
)都具有厄米特Ｇ爱因斯

坦度量并可被延拓为 上的自反层．最后Bando和

Siu 猜 想:延 拓 后 的 极 限 自 反 层 和 HarderＧ

NarasimhanＧSeshadri滤过的二次对偶是同构的,即

�
＝１

∞ ≅ (E)∗∗ ? (１０)

　　该猜想最先由 Atiyah等
[１３]在黎曼面上提出,

其意义在于通过厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流将代数几何

方面的HarderＧNarasimhanＧSeshadri滤过和几何分

析方面的极限全纯结构建立联系．黎曼面情形的

AtiyahＧBott猜想是由 Daskalopoulos
[１８]解决的．高

维 情 形 研 究 的 进 展 如 下:对 于 全 纯 丛,

Daskalopoulos等
[１９]解决凯勒曲面情形,Sibley

[２０]

解决了凯勒流形情形;对于希格斯丛,Wilkin
[２１]证

明了黎曼面情形,高维情形则由本文第一作者和第

三作者[２２Ｇ２３]解决．由于此前所有结果都是考虑局部

自由的凝聚层,所以目前 BandoＧSiu的猜想并未完

全解决．我们的研究目标是完全解决 BandoＧSiu的

上述猜想,并且我们考虑更为一般的自反希格斯层

情形,近期我们在自反希格斯层上研究厄米特Ｇ杨Ｇ

米尔斯热流的收敛性问题上已取得了一定进展．

本文的内容安排如下:在节１中我们主要回顾

有关厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流的基本估计和基本结

果;在节２中我们介绍关于厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流

的单调不等式和小能量正则性估计;在节３中我们

考虑厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流极限的刻画,介绍我们

关于厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流一个新的曲率估计,同

时也介绍我们最近关于 BandoＧSiu 猜想的部分

进展．

１　厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流的长时间解

存在性

令( ,)是一复维数 的紧致凯勒流形,(E,

)是其上一希格斯丛．我们在希格斯丛上考虑以任

一固定光滑度量 为初始值的厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯

热流式(５),Simpson
[２]证明了该热流长时间解的存

在性．为简单起见我们设:

Φ( (),)＝　　　　　　　　　　　　　　　

－１∧ ( ()＋[,
∗ ()])－ (１１)

　　根据Simpson的结果(文献[２]引理６．１),沿着

热流式(５)我们有:

(△－ ) (Φ( (),))＝０ (１２)

(△－ )|Φ( (),)|
２ ()＝　　　

２| (),ϕ
(Φ( (),))|

２
(), (１３)

和

(△－ )|Φ( (),)|
２ ()≥０ (１４)

　　给定两厄米特度量 和 ,我们回顾它们之间

的 Donaldson距离函数:

( , )＝ ( －１ )＋ ( －１ )－２ ( )

(１５)

　　设 ()和 ()为厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流式

(５)的两个解,容易验证:

９８第２期 基于原型理论的相对属性学习
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(△－ )( (), ())≥０ (１６)

由上式和极大值原理,可得厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流

式(５)解的唯一性结果．

令 ()＝ －１ ()＝exp (),这里 ()∈

( )关于度量 和 ()均是自共轭的．通过直

接计算可得,

log( ()＋
－１())＝

( －１ )－tr(
－１ －１)

＋
－１ ≤

２|Φ( (), )| () (１７)

和

log(
１

２
( ＋

－１))≤ 　　　　

| |≤
１

２log( ＋
－１) (１８)

　　这里 ＝ ( )．根据(式５)容易验证:

(△－ )log( ()＋
－１())≥

－２|Φ( ,)| (１９)

和

△log( ()＋
－１())≥ 　　　　　　　　

－２|Φ( (),)| ()－２|Φ( ,)| 　(２０)

由上式,我们得

‖ ()‖ ∞ ≤ １‖ ()‖ １＋ ２ (２１)

这里 １ 和 ２ 是仅依赖于初始厄米特度量 的平

均曲率和( ,)的几何量．

关于希格斯场我们有如下的不等式(文献[２２]

中式(２．５)):

(△－ )| |
２
(), ≥２|∇ () |

２
(), ＋

２| －１∧ [,
∗ ()]|

２
()－２| ()|| |

２
(),

(２２)

　　根据文献[２７]中的引理２．７,我们有:

| －１∧ [,∗ ()]| ()＝　　　　　　　　　

|[,
∗ ()]| (), ≥ １| |

２
(), － ２| |

２
,

(２３)

式中,１ 和 ２ 是仅依赖于 和 的正常数．根据上

面不等式和极大值原理,在紧致凯勒流形上沿着厄

米特Ｇ杨Ｇ米尔斯流式(５),|| ()必是一致有界的．

另外,我们有关于抛物方程式(５)的局部 １,

局部曲率估计以及高阶估计．

引理１．１
[１６]　令 ()＝ －１() ()．假设

()是局部 ０ 有界的,即存在一常数 ０使得

max
(,)∈( ())× [０, ]

| ()| ()≤ ０ (２４)

则必存在一常数 １ 仅依赖于 ０ 和
－１使得成立:

max
(,)∈( \ (１

２
))×[０, ]

| ()| , ( )≤ １ (２５)

　　下面为简单起见我们记:

Ξ(,)＝|∇ ()( ()＋[,
∗ ()])|

２
(), ()＋

|∇
＋１
() |

２
(), ( ) (２６)

　　对于 ＝０,１,�．这里∇ ()记为关于陈联络

()的共变导数．

引理１．２
[１６]　假设存在一常数 ０ 使得

max
(,)∈( ())×[０, ]

| ()| ()≤ ０ (２７)

则对于任何整数 ≥０,必存在常数 ＋２仅依赖于

０,
－１和 ,使得成立

max
(,)∈( (１

４
))×[０, ]

Ξ ( , )≤ ＋２ (２８)

　　进一步,

max
(,)∈( １(

１

４
))×[０, ]

|∇
＋２ ()| , ( )≤ ＋２

(２９)

式中, ＋２是仅依赖于 ０,
－１和 的常数．

接下来我们回顾希格斯丛上的 Donaldson泛

函 (具体可见文献[２]中的第５节),

( , )＝∫ ( －１∧ ,)＋

‹ ( )( ), ›
!

(３０)

式中,Ψ(, )＝( － )－２( － －( － )－１)．根

据文献[２]中的引理７．１,关于厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热

流式(５)的解 ()我们有下面的公式:

d
( , ())＝－２∫|Φ( (),)|

２
()
!

(３１)

上式说明厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流式(５)实际上是

Donaldson泛函式(３０)的梯度流．

当希格斯丛 (E, )是稳定时,Simpson得到下

述估计:

sup| |≤ １ ( , exp )＋ ２ (３２)

式中,常数 １ 和 ２ 依赖于‖∧ ‖ ∞和‖∧

exp ‖ ∞ ．Simpson运用反证法来得到上述不等

式,其中用到了 Uhlenbeck等
[６]的关键命题,即将

无挠子层与某类 ２
１ 截面建立对应．由此上述估计很

容易得到厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流式(５)长时间解

０９ 中国科学技术大学学报 第４７卷
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()的一致 ０ 估计,因而得到一致的各阶估计．从

而Simpson证明长时间解 ()必收敛于一厄米

特Ｇ爱因斯坦度量．

上述热流方法被 Bando和 Siu应用于求解稳

定自反层上的厄米特Ｇ爱因斯坦度量．由于自反层是

有奇点存在的,在分析上带来许多困难．接下来我们

介绍Bando和Siu
[８]得到自反层上厄米特Ｇ杨Ｇ米尔

斯热流长时间解存在性的基本思想．我们考虑自反

希格斯层情形,现在设(E, )是( , )一自反希格

斯层,∑为其奇点集．所谓长时间解,即存在一族厄

米特度量 ()定义于 \∑×[０,＋∞)上满足发

展方程式(５)．

我们 对 自 反 层 E 作 如 下 正 则 化: 根 据

Hironaka’sflatteningtheorem
[８,２８Ｇ２９],必存在有限

次具光滑中心 －１⊂ －１的吹大(blowingup) :

→ －１,这里 ＝１,�,, ０＝ ,使得 ∗E/

是整体局部自由的,并且复合映射

＝ １⚫�⚫ : → (３３)

在奇点集∑外是双全纯等价．我们记复流形 为

,全纯向量丛( ∗E∗/torsion)∗为 ．由于E在∑

之外是局部自由的,在 �\ －１∑上全纯丛 同构于

E．令 ∗ 是 所诱导的拉回层 ∗E上的希格斯场．

容易验证 ∗ 保持挠率层,因而诱导了商层 ∗E/

torsion(即全纯丛 )上的希格斯场．为简单起见,我

们记该诱导的希格斯层仍为 ．这样我们在复流形

� 上得到一个希格斯丛( ,),其在 －１∑之外希

格斯同构于(E,)．为简单起见,文中我们假设吹大

的次数 总是１,一般情形可通过类似的重复讨论

得到．

容易验证 � 是凯勒流形[３０],固定 � 上一凯勒

度量 并设:

＝
∗
＋ (３４)

式中,０＜ ≤１．在丛 上给定一光滑厄米特度量 ,

容易验证必存在一不依赖于 的常数 ０ 使得以下

估计成立:

∫(|∧ | ＋| |
２
, )

! ≤ ０ (３５)

　　我们在希格斯丛( ,)上考虑以固定光滑度量

为初始值,对应于凯勒度量 的杨Ｇ米尔斯Ｇ希格

斯热流,

()－１
()
＝

－２(－１∧ ( ()＋[,
∗ ()])－ ),

(０)＝ ,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３６)

式中, ＝
２

(�, )
( )．

在文献中,Bando和Siu
[８]得到关于(�, )的

一致 Sobolev 不等式,结合 ChengＧLi
[３１]估计和

Grigor＇yan的结果(文献[３２]定理１．１),我们有下述

热核的一致上界估计和格林函数的一致下界估计．

引理１．３
[８]　记 ( ,,)是对应于凯勒度量

的热核,对于任意常数 ＞０,必存在一不依赖于

的正常数 (),对于所有 , ∈� 和０＜ ＜

＋∞均成立:

０≤ ( ,,)≤ 　　　　　　　　　　

()(－exp(－
( ( ,))２

(４＋ )
)＋１) (３７)

式中, ( , )是对应于度量ωϵ关于两点 和

之间的距离．

利用上述一致的热核估计式(３７),我们可得关

于 ()的局部一致 ０ 估计,并由此导出局部一

致 １,以及高阶估计,具体证明可参见文献[１６]．通

过取一子列,我们得到希格斯层(E,)上厄米特Ｇ杨Ｇ

米尔斯热流的长时间解存在性,参见文献[１６]或

[１５]．

命题１．４
[１６]　通过取一子列 →０, ( , )必

在 \∑×[０,＋∞)局部光滑收敛于杨Ｇ米尔斯Ｇ希

格斯热流式(５)的解 ( , ),并且 ( , )满足

如下估计:

∫|Φ( (),)| ()
! ≤

　　　　　

∫|Φ( ,)| ! ≤ １ (３８)

和

|Φ( (＋ ),)| (＋ )( )≤ 　　　　　　

∫ (,,)|Φ( (),)| ()
!
(３９)

式中,∈ \∑, ＞０,≥０．

由于希格斯层(E, )具有奇点,不等式(２２)仅

在非紧区域 \∑上成立,因而我们不能直接利用

极大值原理来得到| | (), 的一致估计．在文献

[１６]中我们利用一致的积分估计来解决这一问题．

我们得到如下关于希格斯场的一致估计:

命题１．５
[１６]　沿着热流式(５),必存在一依赖于

－１
０ 的常数 ,使得对于任何 ≥ ０＞０必成立

sup
\∑
| |

２
(), ≤ (４０)
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２　厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯流的小能量正则

性估计

在上一节中我们介绍了希格斯层(E,)上厄米

特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流长时间解 ()的存在性．并且我

们知道如果希格斯层是稳定的,则必有 ()的一

致 ０ 估计,由此得到一致高阶估计,从而证明

()收敛于一厄米特Ｇ爱因斯坦度量．当希格斯层是

非稳定时则没有 ()的一致 ０ 估计,此时相关的

曲率估计是我们研究厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流收敛性

的关键,本节中我们介绍厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯流的小

能量正则性估计．

我们首先介绍文献[２１Ｇ２２]中利用Donaldson
[４]

的思想将厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流转化为关于希格斯

对的热流．文中我们记 ＝E| \∑,即为 \∑上的

向量丛．记A１
,１
０
为 与度量 ０ 相容的联络全体,记

A１
,１
０为其可积联络所构成的子空间．我们称( ,)∈

A１
,１
０×

１,０ ( ( ))为一个希格斯对 (Higgs

pair),即其满足: ＝０和 ∧ ＝０．我们记厄米

特向量丛上( , ０)上希格斯对的全体为B( , ０)．

设 ()是厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流(式(５))的

解,其中希格斯场记为 ０,令 ()＝ ０
－１ (),则

成立:

＝－２ －１ ∧ (
０＋ ０

(－１
０
)＋

[０,
－１

０
∗ ０ ])＋２ (４１)

　　记厄米特向量丛( , ０)上的复规范群(规范

群)为G (G,这里G＝{ ∈G| ∗ ０ ＝ })．G 在

空间 A１
,１
０ ×

１,０( ( ))上的作用如下:令

∈G

( )＝ ⚫ ⚫ －１, ( )＝(
∗ ０)－１⚫ ⚫ ∗ ０

(４２)

()＝ ⚫ ⚫ －１ (４３)

在固定一厄米特度量 ０ 后,为简单起见我们记

∗ ０ 为 ∗,∗ ０记为 ∗．取一族复规范变换 ()∈

G 满足 ∗()()＝ ()．直接计算可得

((∗)－１
∗

＋
－１
＝－２ －１∧ ( (０)＋

[(０),((０))
∗])＋２ (４４)

令 ()＝ ()( ０)和 ()＝ ()(０),则成立

＝－ －１( － )∧ ( ＋[,
∗])

－
１

２
( ＋ )( －１

－(
∗)－１

∗

),

＝[, －１∧ ( ＋[,
∗])]－

１

２
[, －１

－(
∗)－１

∗

]．

设 ＝－
１

２
( －１－(∗)－１

∗

),显然 ()∈

(G)．记 ()∈G为下列线性常微分方程的唯一解:

d

d
＝ , (０)＝ (４５)

设 ＝ ( )and ＝ ( ),容易验证其必满足下

列抛物方程

＝ －
∗

－ －１( ∧ － ∧ )[ ,
∗],

＝ －[－１∧ ( ＋[,
∗]),]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(４６)

并且满足 ()∧ ()＝０,和 () ()＝０．上述关

于希格斯对的抛物方程我们也称为杨Ｇ米尔斯Ｇ希格

斯热流．我们在空间 B( , ０)上定义杨Ｇ米尔斯Ｇ希格

斯泛函如下:

( ,)＝　　　　　　　　　　　　　　　

∫(| ＋[,
∗]|

２
＋２| |

２)d (４７)

实际上热流式(４６)是上述杨Ｇ米尔斯Ｇ希格斯泛函的

梯度流．容易验证成立下列等式

| ()|
２
０＝| ()|

２
(),| ()|

２
０＝| ０|

２
()

(４８)

　　如果∑＝ ,根据文献[１７,２２]中的结果我们有

()＋２∫０∫(| |
２
＋２| |

２)＝ (０)

(４９)

如果∑非空,根据文献[８]中的讨论可得,对于任何

０＜ ０＜ 必成立

∫\∑
| －１∧ ( ( )＋

[,０
∗ ( )])－ E|

２
( )

! ＋

２∫０∫\∑
(| |

２
＋２| |

２)
!
d ≤

∫\∑
| －１∧ ( (０)＋

[, ∗ (０)])－ E|
２
(０) !

(５０)

　　进一步,根据文献[２２]中式(２．４１)的证明可得,

当 →＋∞时必有
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∫\∑
(| |

２
＋２| |

２)
! →

０ (５１)

　　接下来我们介绍关于杨Ｇ米尔斯Ｇ希格斯热流的

单调性公式以及小能量正则性估计,具体背景及证

明细节可参照文献[１７,２２,２６,３３Ｇ３４]和文献①．任给

０＝(０,０)∈ \∑× ＋,我们记

(０)＝ ×{＝ ０－
２},

(０)＝　　　　　　　　　　　　　　　　　

{ ＝( ,):０－４
２
＜ ＜ ０－

２, ∈ },

和

(０)＝ (０)×[０－
２,０＋

２]．

记 上热方程基本解为

(０,
０
)(, )＝　　　　　　　　　　　　

１
(４ (０－ ))

exp(－
| － ０|

２

４(０－ )
), ＜ ０．

记exp０为凯勒流形( , )上以 ０ 为中心的指数

映照,设

０
( ,)＝ (０,０)(exp０

－１( ),) (５２)

　　假设 ( (), ())是杨Ｇ米尔斯Ｇ希格斯热流

式(４６)的解．设 ０＝min{ (０,∑ ), ( )},

其中 (０,∑ )是 ０ 到闭集∑的距离,( )为

( ,)的內射半径．令 ０ ∈
∞
０ ( ０

(０))是一

光滑截断函数使得在
０/２
( ０)上 ０ ≡１,０≤

０≤１,在 ０
(０)\ ０

/２(０)上|∇ ０|≤４/

０．我们设

( ,)( ,)＝　　　　　　　　　　　　　　

| ＋[,
∗ ０]|

２
０＋２| |

２
０
(５３)

和

Φ(; ,)＝
２

∫(０,
０
)
( ,)２

０ ０d d

(５４)

　　我们可得下列单调性公式:

命题２．１①　对于任何 ０＝(０,０)∈ \∑×

(０, ],１ 和 ２ 满足０＜ １≤ ２≤min{ ０
, ０/

２},成立

Φ(１; ,)≤ exp( (２－ １))Φ(２; ,)＋

(２
２－

２
１) ( ０,０) (５５)

其中 是一正常数仅依赖于 (０,∑ )
－１和( ,

)的相关几何量．

命题２．２① 　设 ≤ ０
,令

０, ∈ ∞
０ (

(０))是一光滑截断函数使得在 /２(０)上 ０, ≡

１,０≤ ０
, ≤１,在 (０)\ /２(０)上|∇ ０

,|

≤４/ ．对于任何０＜ １≤ ２≤ /２,则成立

２
１∫１(０

,
０)
( ,)２

０, ０d d ≤

exp((２－ １))
２
２∫２(０,

０
)
( ,)２

０, ０d d＋

(２
２－

２
１)\ ( ０,０)＋

２－２

∫(０,
０
)
( ,)d d (５６)

其中 是一正常数仅依赖于( ,)的相关几何量．

进一步我们给出|∇ |２在区域 (０)上的

积分估计,其中 ≤min{ ０, ０
/２}．

引理２．３①　令( (), ())是热流式(４６)的

解,其初值设为( ０,０)．对任何点 ０＝(０,０)∈

\∑×ℝ＋和 ∈(０,min{ ０, ０
/２}],必成立:

∫(０)
|∇ |

２d d ≤
２ (５７)

这里常数 仅依赖于( , )的相关几何量和初始

值 ( ０,０)．

利用上面的单调不等式和希格斯层的积分估

计,类似于 Hong和 Tian在文献[１７]中的讨论,我

们可得下列小能量正则性结果和收敛性结果．

命题２．４① 　令( (), ())是( \∑ )上热

流式(４６)的解,其初值设为 ( ０,０)．则存在正常数

０,０＜１/４使得:对于任何 ０∈ \∑ ,如果成立下

列不等式

２－２

∫(０,
０
)
( (),())d d ≤ ０ (５８)

其中０＜ ＜min{ ０
,

０

２
},对于任何 ∈(０,０)

必成立

sup
(０,

０
)
( (),())≤１６( )－４ (５９)

和

sup
(０,

０
)
|∇ () ()|

２
≤ (６０)

这里常数 仅依赖于( , )的几何量,初始值

( ０,０), ０
－１和 －１．

命题２．５① 　令( (), ())是( \∑ )上热

流式(４６)的解．则必存在一时间子列{ }使得: →

∞,在作相应一系列规范变换后,在一 Hausdorff

余维数至少为 ４的爆破闭集∑ 外,( ( ),

( ))局部光滑收敛于一希格斯对 ( ∞, ∞),该希

格斯对在 \(∑∪∑ )上满足如下杨Ｇ米尔斯Ｇ希格

３９第２期 基于原型理论的相对属性学习
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斯方程

∗
＋ －１( ∧ － ∧ )[, ∗]＝０,

[－１∧ ( ＋[,
∗]),]＝０

(６１)

３　厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流的极限

本节中我们首先介绍文献①中关于厄米特Ｇ杨Ｇ

米尔斯流的一个新的曲率估计,该估计的好处在于

它可以确定前面一节所涉及的爆破集均位于一固定

代数奇点中．为了更清楚地表达我们新曲率估计的

思想方法,文中我们仅考虑全纯丛 情形,即凝聚

层E为局部自由的,希格斯场 ≡０．同时我们假设

HarderＧNarasimhanＧSeshadri滤过式(７)中非平凡

子层的个数为１,即存在一个正合序列

０→ →E→ →０ (６２)

式中, 是稳定子层, 是稳定的无挠凝聚层．

再次运用 Hironaka的平坦化定理,我们知道

必存在有限次吹大 ,记其复合为 ＝ １⚫�⚫

:�→ ,并且存在 M上的正合序列

０→ → → →０ (６３)

满足:, , 均是局部自由的,在 －１∑ 之外 ,

, 分别同构于 ,E, ,这里∑ 是层 的奇点

集．设 ()是全纯丛 上以 ０ 为初始值的厄米特Ｇ

杨Ｇ米尔斯热流式(５)的长时间解,记 ＝ ∗
０,同

时记 ()为 上以 为初始值对应于度量 厄

米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流式(５)的长时间解．容易知道在
－１∑ 之外,当 →０时 ()→ ()．

在全纯丛 上给定一厄米特度量 ,则必诱导

一个向量丛的同构

: � → ,

( ,[]) ( )＋( － )() (６４)

这里 ∈ , ∈ ,: 是包含映射, :

→ 对应于度量 到 的正交投影．

我们记 和 为 在子丛 和商丛 上

所诱导的厄米特度量,由定义可知拉回度量可表

达为

∗( )＝
０

０

æ

è

ö

ø
(６５)

　　对于任何 ∈ 和[]∈ ,成立

∗( )(,[])＝( ＋ ([]), [])

(６６)

这里 ([ ])＝－( )( )．因此我们有下列表

达式

∗( )－ � ＝
０

０ ０

æ

è

ö

ø
(６７)

这里 ∈ ０,１( ( ,))称为第二基本形式．通

过将曲率形式拉回,我们有下列 GaussＧCodazzi

公式:

∗( )＝　　　　　　　　　　　　　　　　　

－ ∧
∗

＋

－
∗
－

∗
－

∗
∧

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (６８)

这里 ( )分别是陈联络 ( , )( ( , ))

的曲率．

记 ()在子丛 和商丛 上诱导的度量分

别为 ,()和 ,(),根据上述 GaussＧCodazzi

公式(式(６８)),我们有下列发展方程:

－１
,

,

＝　　　　　　　　　　　　　

－２(－１∧ ( ,－ ∧
∗)－ , )

(６９)

－１
,

,

＝　　　　　　　　　　　　　　　

－２(－１∧ ( ,－
∗
∧ )－ , )

(７０)

－１
＝
０ ２ －１∧ ( , ＋ ,)

０ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

(７１)

　　进一步我们得到关于第二基本形式的发展

方程:

＝２ � ∗ (－１∧ ( , ＋ ,))

(７２)

令 ()式 (４．３)中定义的丛同构,则有

－１
０

()＝
()

０

æ

è

ö

ø
(７３)

这里 ()∈ ( � ∗)且 (０)＝０．容易验证下

式成立,

＝２ －１∧ ( ＋ ) (７４)

和

� ∗ ＝ ()－ ０ (７５)

　　因为对于充分小的 ( , )和 ( , )均是
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Ｇ稳定,则根据 DonaldsonＧUhlenbeckＧYau定理可

知其上必存在厄米特Ｇ爱因斯坦度量．设 ,和 ,

是 和 上的 Ｇ厄米特Ｇ爱因斯坦度量．记 ,()

＝ －１
, ,(), ,()＝ －１

, ,(), ,()＝

２( ,－ ,)
,()和 ,()＝ ２( ,－ ,)

,(),考

虑－ －１∧ ( ∧ ∗)≥０并应用式(６９)和(７０)

可得

(△ － )log( ,＋１)≥０ (７６)

和

(△ － )log(
－１
,＋１)≥０ (７７)

　　根据极大值原理和前面所得的一致热核估计,

我们得

log( ()＋１)()≤ 　　　　　　　　

(１＋
－ )∫log( (０)＋１) !

(７８)

和

log(
－１()＋１)()≤ 　　　　　　　　

(１＋
－ )∫log(

－１(０)＋１) !
(７９)

这里 是不依赖于 的一致常数．

根据假设中 和 均为稳定层,类似于文献

[１６]引理５．１中的证明我们可得如下一致估计:

∫log( ,(０)＋
－１
,(０))

! ≤
(８０)

和

∫log( ,(０)＋
－１
,(０))

! ≤
(８１)

这里 是不依赖于 的一致常数．

进一步我们可得 Donaldson泛函的一致下界

估计,具体细节可参见文献①,即存在一致常数 使

得下列不等式成立

M ,( ,(０), ,())≥ － (８２)

和

M ,( ,(０), ,())≥ － (８３)

　　设:

()＝２( － )‖ ‖２２()＋‖ ＋ ‖２２()

＋‖ －１∧ ( － ∧
∗)－ ‖２２()

＋‖ －１∧ ( －
∗
∧ )－ ‖２

２()

(８４)

　　根据上述一致估计并通过取极限 →０,我们

证明:必存在一致常数 ∗使得下式成立,

∫
＋∞

０

()d ≤
∗
＜＋∞ (８５)

　　由式(６９)可得

log(
－１)＝　　　　　　　　　　　　　　

２ (－１∧ ( － ∧
∗)－ )

(８６)

式(８５)隐含了必存在一致常数 ∗∗使得成立:

log(
－１())－log(

－１(０))≤
∗∗ (８７)

log( ())也有类似估计．结合式(８７),(７８)和

(７９),我们得到厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流 ()的局

部 ０Ｇ估计:

引理３．１①　对于任一紧集 ⊂ \∑ 都存在一

致常数 ,使得对任何 ≥１都成立

()＋
－１()＋ ()＋

－１()≤

(８８)

　　利用上述局部 ０Ｇestimate(式(８８))和关于

()的发展方程式(７４),我们可得 ()的局部 ０Ｇ

估计,即对于任何紧集 ⊂ \∑ 都存在一致常数

, ,使得对于所有 ＞１均成立:

sup
∈
| ()|

２
()( )≤ , (８９)

　　设:

()＝ ( (), )－ ( , )＝
－１

＝( )－１ (９０)

和

()＝ ( (), )－ ( , )＝
－１

＝( ) －１ (９１)

　　由于第二基本形式 ０∈Ω
０,１( � ∗)满足条

件 � ∗ ０＝０,局部地,即对任何点 ∈ 必存

在一邻域 和一局部截面 ０∈ Γ( ; � ∗)

使得成立

０＝ � ∗ ０ (９２)

　　我们考虑下列检测函数:

(�,)＝ １(| ()|
２

()＋| ()|
２

()＋

| ()|
２

, ()＋| ( , )( ＋ ０)|
２

, ())＋

２(| ＋ ０|
２
()＋ ()＋

－１())

(９３)

这里常数 可取充分大,１和 ２为适当的截断函数,

具体参见文献①．在极大值点(,０),可验证成立
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０≥ (△ － ) ≥| ()|
２

()＋

| ()|
２

()＋| ()|
２

, ()＋

| ( , )( ＋ ０)|
２

, ()－ ５ (９４)

这里 ５是不依赖于 的常数．这样我们得到了如下

一致 １ 估计:对于任何紧集 ⊂ \∑ ,必存在一

致常数 １, 使得对任何点(, )∈ ×[１,＋∞)都

成立

(| ()|
２

()＋| ()|
２

()＋

| ()|
２

, ())( , )≤ １, (９５)

　　为简单起见,我们记:

＝| |
２
()＋| |

２
()＋| |

２
() (９６)

我们考虑下列检测函数

＝
２| ()|

２

１＋１－
(９７)

式中,１可取充分大, 为一适当截断函数．通过直

接计算在极大值点 ( ,０)成立

０≥ (△ － ) ≥ 　　　　　　　　　　　　　

| ()|
２

( １＋１－ )２
(
１

８
－(１＋ ２＋１)

２
－ ３)

(９８)

因此我们有

( ,０)≤ ６ (９９)

这里 ６是不依赖于 的一致常数．这样我们就得到

奇点集∑之外的局部一致曲率估计:对于任何紧集

⊂ \∑ ,必存在一常数 使得成立

sup
(, )∈ ×[０,＋∞ )

| ()| ()≤ (１００)

　　上述的曲率估计的方法可自然推广到自反希格

斯层情形,我们可得如下局部一致曲率估计:

命题３．２①　令 ()是非稳定自反希格斯层

(E,)上以 ０ 为初始值的厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流

式(５)的 长 时 间 解,假 设 (E, )的 HarderＧ

NarasimhanＧSeshadri滤过式(７)中非平凡子层的

个数为１,记商层 的奇点集为∑ ．则对于任何紧

集 ⊂ \(∑∪∑ ),存在一致常数 ２, 使得成立

max
×[１,∞ )

(| ()＋[,
∗ ()]|

２
()＋

２| |
２
())≤ ２, (１０１)

　 　 进 一 步 在 一 个 关 于 HarderＧNarasimhanＧ

Seshadri滤过的假设下我们得到如下收敛性结果以

及极限的刻画,部分验证了BandoＧSiu猜测,我们希

望在以后的研究中除去这个假设条件．

定理３．３① 　设(E, )是紧致凯勒流形( , )

上的一 非 稳定 自 反 希格 斯 层,假 设 其 HarderＧ

NarasimhanＧSeshadri滤过式(７)中非平凡子层的个

数为１,即存在一个正合序列

０→ →E→ →０ (１０２)

其中, 是稳定子层, 是稳定的无挠凝聚层．令(

(),())是其上杨Ｇ米尔斯Ｇ希格斯热流式(４６)的

长时间解,则必成立:

(Ⅰ)必存在一时间子列{ }使得: →∞,在

作相应一系列规范变换后,在闭集∑E∪∑ 外,(

( ), ( ))局部光滑收敛于一希格斯对 ( ∞,

∞),该希格斯对在 \(∑E∪∑ )上满足杨Ｇ米尔

斯Ｇ希格斯方程式(６１)．

(Ⅱ)极限希格斯丛 ( ∞, ∞, ∞)可延拓为整

体 上的自反希格斯层,并具有如下全纯正交直和

分解:

( ∞, ∞, ∞)＝�
２

＝１

( ∞, ∞, ∞) (１０３)

式中,每个希格斯对 ( ∞, ∞)在 ∞的局部自由

部分满足厄米特Ｇ爱因斯坦方程．

(Ⅲ)存在下列希格斯层间的同构:

( ∞, ∞, ∞)≃ (E,)∗∗ ＝( � )∗∗

(１０４)

　　本文的最后部分,我们介绍上述定理的证明思

想,细节可参见文献②．结论(Ⅰ)可有前面的曲率估

计和 Uhlenbeck的紧性定理．由估计式(５１)可知极

限希格斯对 ( ∞, ∞)必满足:

∞ ∞ ＝０,[∞, ∞]＝０ (１０５)

这里 ∞＝∧ ( ∞ ＋[ ∞,
∗
∞])．因为 －１ ∞是

平行的并且自共轭,这样我们可以对极限丛 ∞根

据 －１ ∞的特征值进行分解,因此我们得到全纯

直和分解式(１０３)．设常数特征值为 １＞�＞ ＞

＋１�＞ ．令 ∞是极限希格斯场 ∞在 上的限

制, ∞＝ ∞| ．则 ( ∞, ∞)是 ∞上的希格斯

对并满足:

－１∧ (
∞ ＋[ ∞,( ∞)

∗])＝ ∞

(１０６)

也即 ( ∞, ∞)是 ∞上的厄米特Ｇ爱因斯坦希格斯

对．这样我们得到了结论(Ⅱ)．

另外在上述曲率估计中,由式(８５)可得:当 →
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∞时必有

‖ －１∧ ( ()＋[ , ∗])－ ‖ １()＋

‖ －１∧ ( ()＋[ ,∗])－ ‖ １()→０

(１０７)

这样实际上我们可确定 －１ ∞的特征值,即 ＝

２,并且

１＝ ＝
２

( ) ()
( ),

２＝ ＝
２

( ) ( )
( )(１０８)

　　由于杨Ｇ米尔斯Ｇ希格斯泛函

∫(| ＋[,
∗]|

２
＋２| |

２)d

沿着厄米特Ｇ杨Ｇ米尔斯热流(式(５))单调递减,并且

已证得|| ()是一致有界的,因此我们得

∫\∑an
| ∞|

２
∞ ! ≤ ＜ ∞ (１０９)

　　根据BandoＧSiu
[８]的奇点可去定理,每个 ( ∞,

∞
)(定义于 \(∑E∪∑ ))可整体延拓到

作为一个自反层 (为简单起见仍记为 ( ∞, ∞
)),

并且 ∞可光滑延拓到层 ( ∞, ∞

)的局部自由部

分．因此我们得到厄米特Ｇ爱因斯坦自反希格斯层的

直和:

( ∞, ∞
, ∞)＝�

２

＝１

( ∞, ∞
, ∞)(１１０)

由式(１０８),我们还得到

( １
∞)＝ ( ), ( ２

∞)＝ ( )(１１１)

　　现在我们仅需证明:( ∞, ∞, ∞)是在希格

斯意义下全纯同构于 (E, )∗∗,也即存在全

纯同构映射

∞:� ＝１
∗∗
→ ( ∞, ∞)

使得对所有 , ∞(
∗∗)是 ∞Ｇ不变．下面我们列

出证明的关键步骤．

记( , )＝( ( ), ( ))＝ ( ０,０),

其中 是复规范群．记 ＝E| \∑E, 是 (E, )的

极大希格斯子层, 为其商层．| \(∑E∪∑ )可看作

一全纯子丛,令 :| \∑→E是 Ｇ不变的全纯包

含映射,定义 : | \(∑E∪∑ →( , )为 ＝

⚫ ,容易验证

０, ＝０, ⚫ ＝ ⚫ (１１２)

也即 是一个 Ｇ不变的全纯映射．

我们可证明:通过选取一子列并乘上相应常数,

→ ∞

即 在 ∞ ( \(∑E∪∑ ))意义下一非平凡 Ｇ

不变全纯映射．

记 ()
１ 为往 ( )的正交投影,取一子列在

２
１ 弱收敛意义下

()
１ →

∞
１ ．根据 UhlenbeckＧYau

的结果[６],我们知道 ∞
１ 决定了( ∞, ∞

, ∞)的

一个希格斯子层 ∞
１ ,满足 ( ∞

１ )＝ ( ),

( ∞
１ )＝ ( )．由式(１０８)可知 ∞

１ 必是半稳定希

格斯层．

由于 ()
１ ⚫ ＝ ,自然地 ∞

１ ⚫ ∞ ＝ ∞．由

前可知存在 \(∑E∪∑ )上一非平凡 Ｇ不变全

纯映射

∞: → (
∞
１ , ∞

)．

　　根据Hartog定理, ∞可延拓为整个 上的希

格斯 层 同 态．由 于 是 希 格 斯 稳 定 的,根 据

Kobayashi的结果可知 ∞必是一内射,因此在 \

(∑E∪∑ )上

≃
∞
１ ＝ ∞( ) (１１３)

　　记 ∞＝
∞
１ � ∞,其中 ∞＝ ∞/

∞
１ ．我们考

虑 中诱导的希格斯对( , ),容易验证 上

存在一列希格斯对 ( , )使得成立:

①在 \(∑E∪∑ )上在局部光滑意义下

( , )→( ∞
∞ ,

∞
∞ )．

②存在 ∈ ( )使得( , )＝ ( ０,

０)．

③存在一非平凡 Ｇ不变全纯映射

∞:( , ０
)→ ( ∞, ∞

∞

)．

　　重复前面步骤可得,存在 \(∑E∪∑ )上的

同构

∞ ≃ (E, ０)＝ � (１１４)

根据Siu的自反延拓 (reflexiveextension)唯一性

定理,必存在 上一自反希格斯层间的同构

:( ∞, ∞
, ∞)→ ( ,

０
, ０)

∗∗

(１１５)

这样我们完成了定理的证明．
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