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摘要:提出一类新的插值与逼近混合的二重六点细分方案,用 Laurent多项式方法证明了该方案

产生的极限曲线能达到C４ 连续,并计算了极限曲线的 Hölder指数．该方案与现有的二重六点细

分方案相比,连续性更高、逼近效果更好．进一步地,把均匀细分方案拓展到非均匀细分方案．实

验结果表明了所提细分方案的有效性,并例证了形状参数的作用．
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０　引言

在计算机辅助几何设计和几何建模中,细分是

非常有用的工具．细分可以划分为两大类:插值细

分和逼近细分．虽然很多逼近细分方案可以产生光

滑性更高的曲线,但插值细分方案在工程中的应用

却更广泛．在 ２０ 世 纪 ５０ 年 代,法 国 数 学 家 de
Rham[１]提出了第一个逼近方案:一个C１ 连续的线

性逼近细分方案．Dyn等[２]提出了最早且最流行插

值细分方案,即经典的二重四点方案,它也仅能产



生C１ 连续的极限曲线．Hassan等[３,４]提出一个三

重四点插值方案和三重三点逼近方案,均能产生

C２ 连续的极限曲线．郑红禅等[５]详细讨论了双参数

的四点细分法及其性质．Tan等介绍了一类新的可

以达到C３ 连续的五点保形细分方案[６],并证明了

单参数二重五点细分方案的保凸性[７]．Siddiqi等在

文献[８]中提出五点二重逼近细分方案,可以产生

C４ 连续的极限曲线;在文献[９]中讨论了六点二重

逼近细分方案,该方案可以达到 C４ 连续性．在

１９８９年,Weissman[１０]提出了一个六点二重插值细

分方案,Siddiqi等[１１]证明它能够达到 C４ 连续,

Mustafa等[１２]又证明它可以达到C３ 连续．在２０１１
年,Hao等[１３]描述了一类有着高阶连续性的线性

二重六点逼近细分方案,包含了文献[８]中的细分

格式．Mustafa等[１４]提出m 点逼近细分方案,它包

含了一类六点逼近细分方案．Pan等[１５]介绍了一类

混合三重细分方案,该方案能够产生C３ 连续的极

限曲线．之后,Rehan等[１６]给出插值与逼近混合的

二重六点细分方案,能生成C３ 极限曲线．
本文提出一类新的插值与逼近混合的二重六点

细分方案,与现有的二重六点细分方案相比,它的

连续性和逼近性能都非常好．

１　预备知识

设有限非零数构成的掩模a＝ ai}{ i∈Z 上定义

的二重细分S 如下:

pk＋１
i ＝∑

j∈ℤ
ai－２jpk

j,i∈Z (１)

　　Laurent多项式az( ) ＝∑
i∈ℤ

aizi 称为细分方案

的生成多项式或者标志．它对细分方案的收敛性和

光滑性分析具有重要作用．
定理１．１[１７]　假设S 是一个收敛的二重细分方

案,那么相对应的 maska＝ ai}{ i∈Z 满足

∑
i∈Z

a２i＝∑
i∈Z

a２i＋１＝１ (２)

　　从定理１．１可知一个收敛的二重细分方案满足

a(－１)＝０和a(１)＝２．
定理１．２[１７]　设S 表示掩模a＝ ai}{ i∈Z 满足

式(２)的二重细分方案,那么存在细分方案S１ (S
的一阶差商方案)满足性质

DPk ＝S１DPk－１ (３)
式中,

Pk ＝SkP０,

DPk ＝２kΔPk ＝{DPk( )i＝２k Pk
i＋１－Pk

i( ) }i∈Z．
并且,S 是一致收敛的当且仅当对于所有的初始数

据集P０,１
２S１ 一致收敛到零函数,即

lim
k→¥

１
２S１

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

¥

＝０．

其中,范数定义为

１
２Sn

æ

è
ç

ö

ø
÷

L

¥

＝ max∑
j∈Z

b[n,L]
i＋２Lj :i＝０,１,,２L －１}{ ,

b[n,L]z( ) ＝
１
２L∏

L－１

j＝０
a(n)z２j( ) (４)

a(n)z( ) ＝
２z

１＋za
(n－１)z( ) ＝

２z
１＋z
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

az( ) ,n ≥１．

　　定理１．３[１８]　假设S 是上述形式的细分方案并

且对所有的初始数据集P０,１
２Sn＋１一致收敛到零函

数,则对于任意初始控制多边形P０,S¥P０ ∈Cn．

２　一类新的二重六点细分方案

２．１　细分方案的构造

受文献[１５Ｇ１６]插值和逼近融合产生新格式的

启发,本文融合了一个自己推导的六点二重细分格

式和文献[１０]中的六点插值格式,产生一类新的二

重六点细分方案:

pk＋１
２i ＝a０pk

i－２＋a１pk
i－１＋a２pk

i ＋a３pk
i＋１＋a４pk

i＋２,

pk＋１
２i＋１＝b０pk

i－２＋b１pk
i－１＋b２pk

i ＋b３pk
i＋１ ＋

b４pk
i＋２ ＋b５pk

i＋３

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(５)
式中,

a０＝a４＝－
７

２５６v
,a１＝a３＝

１１
６４v

,

a２＝１－
３７
１２８v

,

b０＝b５＝u １－v( ) －
３

５１２v
,

b１＝b４＝－３u １－v( ) －
１
１６＋

２５
５１２v

,

b２＝b３＝
９
１６－

１１
２５６v＋２u １－v( ) ．

形状参数u和v可以控制极限曲线是插值还是

逼近．若v＝０,细分方案(５)为文献[１０]带有形状参

数的六点插值方案．若v＝０,u＝０,那么方案(５)简

化为Dubuc细分方案[２１]．若v＝０,u＝
３
４

,方案(５)

可以得到文献[１９]中提出的一个细分方案．
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２．２　收敛性和光滑性分析

这一节,我们将使用第一部分的定理去分析细

分方案(５)的收敛性和Ck 连续性．
定理２．１　细分方案(５)产生的极限曲线可以达

到C４ 连续性．
证明　方案(５)对应的Laurent多项式如下:

az( ) ＝ u－uv－
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　　容易证明az( ) 满足方程(５),由定理１．２,有

a(１)z( ) ＝ ２u－２uv－
３v
２５６
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　　由式(４),

b[１,１]z( ) ＝
１
２a(１)z( ) ＝ u－uv－

３v
５１２

æ

è
ç
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ø
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uv－
１１v
５１２－uæ
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１
１６＋

９v
１２８
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÷z－２＋

１３
１２８v＋

１
１６－２uv＋２uæ
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÷z－１＋

１
２－

３７
２５６v

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
２－

３７
２５６v
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１３
１２８v＋

１
１６－２uv＋２uæ
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÷z２＋

２uv－２u－
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１６＋

９
１２８v

æ
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÷z３＋

uv－
１１
５１２v－uæ
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ø
÷z４＋ u－uv－

３
５１２v
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è
ç
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ø
÷z５．

　　当０≤v ≤１,０≤u ＜０．０６２５,

１
２S１

¥

＝max ∑
j∈Z

b[１,１]
i＋２j :i＝０,１}{ ＝

u－uv－
３v
５１２ ＋ －

１１
５１２v－u＋uv ＋

－２u＋２uv－
１
１６＋

９
１２８v ＋

１３
１２８v＋

１
１６－２uv＋２u ＋

１
２－

３７
２５６v ＜１．

　　所以方案(５)是一致收敛的．
a(１)z( ) 也满足方程(２),即

∑
i∈Z

a(１)
２i ＝∑

i∈Z
a(１)

２i＋１＝１．

b[２,１]z( ) ＝
１
２a(２)z( ) ＝ ２u－２uv－

３
２５６v
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÷z－１＋
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v
３２
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÷＋

３
４－

４１v
１２８＋４uv－４uæ
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１
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ø
÷z５．

　　当０≤v ≤１,０＜u ＜０．０３,

１
２S２

¥

＝max ∑
j∈Z

b[２,１]
i＋２j :i＝０,１}{ ＝

max １１v
３２ －

１
４ ＋{ ４u－４uv－

３
１２８v ＋

３
４－

４１
１２８v＋４uv－４u ,

－
v
１６－８u＋８uv ＋ ８u－８uv＋

１
２＋

v
１６ } ＜１．

　　a(２)z( ) 仍满足方程(２)．再计算

b[３,１]z( ) ＝
１
２a(３)z( ) ＝ ４u－４uv－

３
１２８v

æ
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ç
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ø
÷z－２＋

１２uv－１２u－
５v
１２８
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４u－４uv－
３

１２８v
æ

è
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ø
÷z５．

　　当０≤v ≤１,０＜u ＜０．０２,

１
２S３

¥

＝max ∑
j∈Z

b[３,１]
i＋２j :i＝０,１}{ ＝

４u－４uv－
３v
１２８ ＋ １２uv－１２u－
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１２８v＋１２u－１２uv－

１
４ ＋

３
４－

４１
１２８v＋４uv－４u ＜１．

　　a(３)z( ) 也满足方程(２),再计算

b[４,１]z( ) ＝
１
２a(４)z( ) ＝　　　　　　　　　　

８u－８uv－
３
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　　当０．７２７３≤v ≤１,０＜u ＜０．０２,

１
２S４

¥

＝max{ １６u(１－v)－
３v
３２ ＋

５１
３２v＋１１２u(１－v)－１ ,

６４uv－
v
１６－６４u ＋ ２－

２３
１６v－６４u＋６４uv } ＜１．

　　若方案(５)要达到C４ 连续性,a(４)z( ) 仍需满

足方程(２),这意味着v＝１．这时

b[５,１]z( ) ＝
１
２a(５)z( ) ＝　　　　　　　　

－
３
３２＋

１
３２z＋

９
１６z

２＋
９
１６z

３＋
１
３２z

４－
３
３２z

５,

１
２S５

¥

＝max２２
３２

,２２
３２}{ ＝

１１
１６＜１．

　　所以,由定理１．３可知当v＝１时,细分方案

(５)所产生的极限曲线是C４ 连续的．
２．３　细分方案的Hölder指数

定理２．１表明二重六点细分方案(５)可以产生

C４ 连续的极限曲线．事实上,基于扩展的 Rioul方

法[２０],可以找到方案(５)的最高光滑性．细分方案

(５)具有 Hölder正则性RH ＝４＋vk．对任意k≥１,

vk 满足

２－kvk ＝
１
２S５

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

¥

．

　　根据Rioul方法,容易推出本方案的 Hölder指

数是C


４．５４０６．

３　非均匀二重六点细分方案

这部分把均匀的二重六点细分方案推广到非均

匀的细分方案上．用参数vi 和αi 代替方案(５)中的

参数v,得到非均匀二重六点细分方案如下:

pk＋１
２i ＝A０pk

i－２＋A１pk
i－１＋A２pk

i ＋A３pk
i＋１＋A４pk

i＋２,

pk＋１
２i＋１＝B０pk

i－２＋B１pk
i－１＋B２pk

i ＋B３pk
i＋１＋

B４pk
i＋２＋B５pk

i＋３

ü

þ

ý

ï
ï
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(６)
其中,

A０＝A４＝－
７

２５６vi,A１＝A３＝
１１
６４vi,

A２＝１－
３７
１２８vi,

B０＝B５＝u (１－αi)－
３

５１２αi,

B１＝B４＝－３u (１－αi)－
１
１６＋

２５
５１２αi,

B２＝B３＝
９
１６－

１１
２５６αi＋２u (１－αi)．

　　本节方案(６)中的参数vi 和αi 可以分别控制极

限曲线的插值和逼近,大大提高了曲线形状设计的

灵活性．

４　实验

用一些例子来证明细分方案(５)的有效及实用

性．图１描绘了方案(５)通过六次迭代产生的细分

曲线．取v＝０;u＝０,０．０２,０．０３,０．０４得到插值型六

点细分方案,如图１(a),对应的插值曲线由内到

外．若取v＝０．２,０．４,０．６,０．８;u＝０．０３得到图１(b)
中由内到外的曲线,细分方案(５)此时为逼近型六

点细分方案．图１表明细分方案(５)中形状参数u
和v 可以控制极限曲线插值或逼近原控制多边形．

图２展示了本文细分方案(５)与已有的六点细

分方案[１０,１４,１６]的比较．其中文献[１０]的是本文细分

方案(５)当v＝０时的特例．文献[１４]的是单参数六

点逼近细分方案,该方案不能产生插值曲线,而本
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图１　细分方案(５)生成的插值或逼近曲线

Fig．１　Theinterpolationandapproximation
curvesgeneratedbyscheme(５)

文细分方案既可以产生逼近曲线,也可以产生插值

曲线．文献[１６]的是插值细分格式与逼近细分格式

的融合,可以发现,在相同的支撑区间下,本文细

分方案(５)最高可以获得C４ 连续的极限曲线,而文

献[１６]的方案融合后的细分格式最高只能产生C３

连续的极限曲线．通过公平的比较,即在相同连续性

下,均选取细分方案达到最好效果的参数,可以观察

到方案(５)产生的极限曲线比文献[１０,１４,１６]得到

的极限曲线更贴近原始控制多边形．

图２　方案(５)和已有的六点细分方案的比较

Fig．２　Comparisonofthepresentedscheme
andtheexistingscheme

图３采用细分方案(５)设计了著名品牌李宁、

Nike和 Apple的商标,例证了所给方案的实用性．
图３中左边蓝色点线为初始控制多边形,右边红色

图案的边界是参数取值为v＝０．９６,u＝０时由方案

(５)产生的极限曲线．可见,细分方案(５)可以设计

出预期的且造型美观的图案．

图３　v＝０．９６,u＝０时,细分方案(５)设计的商标

Fig．３　Trademarkdesignedbythepresented
scheme(５)asv＝０．９６,u＝０

图４　非均匀二重六点细分实例(u＝０．０１)

Fig．４　ApplicationexamplesofthenonＧuniform
binary６Ｇpointsubdivisionschemeasu＝０．０１

图４展示了非均匀的二重六点细分方案(６)当
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u＝０．０１时,参数vi 和αi 对细分曲线的插值性和逼

近性的灵活控制．图４(a)中极限曲线从上到下依次

对应参数值αi＝０,０．５,２,３,５,vi ＝０．图４(b)中极

限曲线从上到下依次对应参数值vi ＝０,１,２,３,４,

αi＝１．

５　结论

本文构 造 了 一 类 二 重 六 点 细 分 方 案,通 过

Laurent多项式方法分析了细分方案的Ck 连续性

k＝０,１,２,３,４( ) ,计算了其 Hölder指数;并且进

一步拓展均匀二重六点细分方案到非均匀二重六点

细分方案．最后通过实验例证了这种新的二重六点

细分方案在设计曲线时可以更好地逼近初始控制多

边形．本文没有考虑如何定量地比较两个细分格式

的优劣,今后将进行这方面的研究,并将进一步地研

究插值和逼近混合的曲面细分．
参考文献(References)

[１]DE RHAM G．Surunecourbeplane[J]．Journalde
MathematiquesParesetAppliquees,１９５６,３５:２５Ｇ４２．

[２]DYN N,LEVIN D,GREGORY J A．A ４Ｇpoint
interpolatorysubdivisionschemeforcurvedesign[J]．
ComputAidedGeometricDes,１９８７,４(４):２５７Ｇ２６８．

[３]HASSAN M F,IVRISSIMITZISIP,DODGSON N
A,et al．An interpolating ４Ｇpoints C２ ternary
stationarysubdivisionscheme[J]．Computer Aided
GeometricDesign,２００２,１９:１Ｇ１８．

[４]HASSAN M F,DODGSON N A．Ternaryandthree
pointunivariatesubdivisionschemes[C]//Curveand
Surface Fitting:SantＧMalo ２００２．Brentwood,TN:

NashboroPress,２００３:１９９Ｇ２０８．
[５]郑红婵,叶正麟,赵红星．双参数四点细分法及其性质

[J]．计算机辅助几何设计与图形学报,２００４,１６(８):

１１４０Ｇ１１４５．
ZHENG Hongchan,YEZhenglin,ZHAO Hongxing．
A classoffourＧpointsubdivisionschemes withtwo
parametersanditsproperties[J]．JournalofComputerＧ
AidedDesign & ComputerGraphics,２００４,１６(８):

１１４０Ｇ１１４５．
[６]TANJ,ZHUANG X,ZHANGL．AnewfourＧpoint

shapeＧpreservingC３ subdivisionscheme [J]．Comput
AidedGeometricDes,２０１４,３１:５７Ｇ６２．

[７]TAN J, YAO Y, CAO H, et al．Convexity
preservationof５Ｇpointbinarysubdivisionschemewith

aparameter [J]．Appl Math Comput,２０１４,２４５:

２７９Ｇ２８８．
[８]SIDDIQI S S, AHMAD N． A new fiveＧpoint

approximatingsubdivisionscheme [J]．International
JournalofComputerMathematics,２００８,８５:６５Ｇ７２．

[９]SIDDIQIS S, AHMAD N．A C６ approximating
subdivisionscheme[J]．AppliedMathematicsLetters,

２００８,２１:７２２Ｇ７２８,
[１０]WEISSMAN A．A ６Ｇpointinterpolatorysubdivision

schemeforcurvedesign[D]．TelAviv,Israel:Tel
AvivUniversity,１９８９．

[１１]SIDDIQISS,NADEEM AHMAD N．Aproofofthe
smoothnessof６Ｇpointinterpolatoryscheme[J]．IntJ
ComputMath,２００６,８３(５Ｇ６):５０３Ｇ５０９．

[１２]MUSTAFA G, KHAN F, HASHMI M S．A
generalized proof of the smoothness of ６Ｇpoint
interpolatoryscheme[J]．JournalofInformationand
ComputingScience,２０１０,５(４):２９９Ｇ３０４．

[１３]HAO Y,WANG R,LICJ．Analysisofa６Ｇpoint
binarysubdivisionscheme [J]．ApplMathComput,

２０１１,２１８:３２０９Ｇ３２１６．
[１４]MUSTAFA G,KHAN F,GHAFFAR A．ThemＧ

point approximating subdivision scheme [J]．
LobachevskiiJournalof Mathematics,２００９,３０(２):

１３８Ｇ１４５．
[１５]PANJ,LINS,LUO X．Acombinedapproximating

andinterpolatingsubdivisionschemewithC６continuity
[J]．ApplMathLet,２０１２,２５:２１４０Ｇ２１４６．

[１６]REHANK,SIDDIQISS．Acombinedbinary６Ｇpoint
subdivisionscheme [J]．Appl MathComput,２０１５,

２７０:１３０Ｇ１３５．
[１７]DYNN．SubdivisionschemesinCAGD[C]//Advances

inNumericalAnalysis,Vol．Ⅱ．Oxford:OxfordUniv
Press,１９９２:３６Ｇ１０４．

[１８]DYN N．Analysisofconvergenceandsmoothnessby
theformalismofLaurentpolynomials[C]//Tutorials
on Multiresolution in Geometric Modeling．Berlin:

Springer,２００２:５１Ｇ６８．
[１９]HORMANNK,SABIN M A．Afamilyofsubdivision

schemeswithcubicprecision[J]．ComputAidedGeom
Des,２００８,２５:４１Ｇ５２．

[２０]RIOUL O．Simpleregularitycriteriaforsubdivision
schemes[J]．SIAMJournalonMathematicalAnalysis,

１９９２,２３:１５４４Ｇ１５７６．
[２１]DUBUCS．Interpolationthroughaniterativescheme

[J]．JMathAnalAppl,１９８６,１１４:１８５Ｇ２０４．

７１９第１１期 一类新的二重六点细分方案


