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摘要:研究次线性期望空间下广义 ND列加权和的完全收敛性,在随机变量的p 阶上积分存在条

件下,将概率空间中广义 ND列加权和的完全收敛性推广到了次线性期望空间．
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０　引言

非线性是金融领域研究工作中存在的明显问

题,而经典的线性概率空间并不能满足非线性的统

计计算．为此,彭实戈[１]创造性地提出了次线性期望

空间理论,并给出了次线性期望理论的完整公理体

系,引起了业内学者的广泛关注．如 Peng[２]证明了

次线性期望空间下的中心极限定理;Zhang[３Ｇ５]得到

了次线性期望下广义 ND的 Kolmogorov强大数定

律、矩不等式、重对数率以及独立和 ND 情况下的

Rosenthal’s不等式;Wu和Jiang[６]得到了次线性

期望空间下的强大数律与 Chover型重对数律,Hu
等[７]证明了次线性期望空间下一般矩条件的强大

数律．



完全收敛性概念自１９４７年被提出以来,在概率

空间下的研究已然有了一定的深度,如 Wu[８Ｇ９]分别

给出了 ND序列和 ND阵列随机变量完全收敛性的

证明;孟兵和吴群英[１０]证明了 ND阵列加权乘积和

的完全收敛性;甘师信和陈平炎[１１]得到了 NOD序

列加权和的强收敛速度．在次线性期望下虽然有

Zhong和 Wu[１２]证明了在CVV [|X|pl(|X|１/α)]

＜ ∞ 且权重为ani,其中 ∑
n

i＝１
a２

ni＝Ο(n),条件下广

义 ND序列加权和的完全收敛和完全积分收敛性．
但是,对于次线性期望下随机变量序列的完全收敛

性的文章还是相对比较少的．本文在现有的理论基

础上,证明了在EE
︿︿ (|X|p)≤CVV (|X|p)＜ ∞ 且

权重为ank,其中 ank ≤cn－α,∑
n

k＝１
a２

nk ≤cnβ－α,对

∀α＞０,β＞－α情形下广义ND序列加权和的完全

收敛性,将文献[１１]的部分结论进一步推广到了次

线性空间中．而且,本文的条件与结论与文献[１２]的
条件与结论是互不包含的,证明方法也是不相同的．

１　引理

我们使用彭实戈[１Ｇ２]提出的次线性期望空间的

框架,假设 Ω,F( ) 是给定的可测空间,H是定义在

Ω,F( ) 上由实函数构成的线性空间,使得如果X１,

X２,,Xn ∈H,则对于任意的φ ∈Cl,Lip(RRn)有

φ(X１,X２,,Xn)∈H,其中Cl,Lip(RRn)表示在线

性空 间 的 局 部 Lipschitz 函 数,即 对 任 意 φ ∈
Cl,Lip(RRn),存在常数c＞０,m ∈N 取决于φ,使得

对任意x,y ∈RRn 都有

|φ(x)－φ(y)|≤c(１＋|x|m ＋|y|m)|x－y|．
　　也称H是由随机变量所构成的空间,并记X ∈
H．

定义１．１[４]　EE
︿︿ :H→RR 被称作次线性期望,如

果EE
︿︿
满足下面四个条件:

①单调性:如果X ≥Y ,那么EE
︿︿

X( ) ≥EE
︿︿
Y( ) ;

②保持常数不变性:EE
︿︿

c( ) ＝c;

③次可加性:EE
︿︿

X ＋Y( ) ≤EE
︿︿

X( ) ＋EE
︿︿

Y( ) ;

④正齐次性:EE
︿︿

λX( ) ＝λEE
︿︿

X( ) ,λ ≥０．
这里RR ＝ －∞,＋∞[ ] ．三元组 (Ω,H,EE

︿︿ )被称为

次线性期望空间,EE
︿︿

是次线性期望,定义EE
︿︿

的共轭

期望ε
︿
为

ε
︿
X( )∶＝－EE

︿︿
－X( ) ,∀X ∈H．

　　定义１．２[４]　令 G ⊂ F,一个函数V:G →

０,１[ ] 称为容度,如果

①V Ø( ) ＝０,V Ω( ) ＝１;

②对任意 A ⊂ B,A,B ∈ G,则有V A( ) ≤
V B( ) ．
如果对所有的A,B ∈G,有V A ∪B( ) ≤V A( ) ＋
V B( ) ,则称V 具有次可加性;如果对任意An ∈F,

有V ∪
∞

n＝１
An( ) ≤ ∑

∞

n＝１
V An( ) ,则称V 具有可数次可

加性．
在次线性期望空间中可产生相应的上容度和下

容度 (VV ,V),即对于任意A ∈F,

VV (A)∶＝infEE
︿︿

ξ[ ] :IA ≤ξ,ξ∈H{ } ,

VA( )∶＝１－VV (Ac),
式中,Ac 为A 的补集．因此对任意f ≤I(A)≤g,

f,g ∈H,则有

EE
︿︿
f ≤VV (A)≤EE

︿︿
g,ε

︿
f ≤V(A)≤ε

︿
g (１)

根据定义,显然VV 具有次可加性．
对于 ∀X ∈H,p ＞０,x ＞０,因为

I|X|＞x( ) ≤|X|p

xp I|X|＞x( ) ≤|X|p

xp
,

由|X|p

xp ∈H以及式(１)得 Markov不等式

VV |X|＞x( ) ≤
EE
︿︿
|X|p

xp
(２)

成立．
定义１．３[４]　定义Choquet积分为

CVV X( ) ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　

∫
∞

０
VV X ≥t( )dt＋∫

０

－∞
VV X ≥t( ) －１[ ]dt．

　　对于下容度V也有类似的积分定义．
定义１．４(同分布)[４]　设X１,X２ 是定义在次线

性期望空间 (Ω１,H１,EE
︿︿

１)和 (Ω２,H２,EE
︿︿

２)上的n维

随机向量,如果

EE
︿︿

１(φ(X１))＝EE
︿︿

２(φ(X２)),∀φ ∈Cl,Lip(RRn),

则称其为同分布的,记为X１
d
X２．如果 ∀i≥１,

Xi
d
X１,则称随机变量序列 Xn;n ≥１{ } 是同分

布的．
定义１．５(广义 ND)[３]　在次线性期望空间

(Ω,H,EE
︿︿ )下随机变量序列 Xn;n ≥１{ } 被称为广

义 ND序列,如果存在常数K ≥１,使得下式成立:

EE
︿︿ (∏

n

i＝１
φi(Xi))≤K∏

n

i＝１
EE
︿︿ (φi(Xi)),n ≥１,

其中非负函数φi ∈Cl,Lip(RR )是非降(或非增)．
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显然,如果 Xn;n ≥１{ } 是广义 ND随机变量

序列,f１(x),f２(x), ∈Cl,Lip(RR )是非降(或非

增)的函数,则 fn(Xn);n ≥１{ } 也是广义 ND 的

随机变量序列．
本文约定,c总代表一个正常数,在不同的地方

可取不同的值;ax ~bx 表示lim
x→∞

ax/bx＝１;I()表

示示性函数．
为证本文的结论,我们需要以下两个引理．
引理１．１　设X 是次线性期望空间 (Ω,H,EE

︿︿ )
下的随机变量,满足X ≤１．则

EE
︿︿
exp(X)≤exp(EE

︿︿
X ＋EE

︿︿
X２) (３)

　　证明　根据X ≤１,有

X ＝XI(－１≤X ≤１)＋XI(X ＜－１),
所以

exp(X)＝　　　　　　　　　　　　　　　　　
exp{XI(－１≤X ≤１)＋XI(X ＜－１)}＝

expXI(－１≤X ≤１){ }expXI(X ＜－１){ } ≤
e－１expXI(－１≤X ≤１){ } ≤

expXI(－１≤X ≤１){ } ,

　　因此,可不妨假设|X|≤１,则对任意n,有

|X|n ≤１,根据泰勒展开式,有

exp(X)＝１＋X ＋X２(∑
∞

n＝２

Xn－２

n! )≤

１＋X ＋X２(∑
∞

n＝２

|X|n－２

n! )≤

１＋X ＋X２(∑
∞

n＝２

１
n! )＝

１＋X ＋X２(e－２)≤１＋X ＋X２．
又因为exp(x)≥１＋x,对于任意x ∈R,因此有

exp(EE
︿︿
X ＋EE

︿︿
X２)≥１＋EE

︿︿
X ＋EE

︿︿
X２,所以

EE
︿︿
exp(X)≤１＋EE

︿︿
X ＋EE

︿︿
X２ ≤exp(EE

︿︿
X ＋EE

︿︿
X２)．

　　引理１．２　设X 是次线性期望空间 (Ω,H,EE
︿︿ )

下的随机变量,p ≥１,则

CVV (|X|p)＜ ∞⇔∑
∞

n＝１
np－１VV (|X|＞n)＜ ∞

(４)

　　证明　根据Choquet积分的定义,有

CVV (|X|p)＝∫
∞

０
VV (|X|p ≥x)dx＝

∫
∞

０
VV (|X|≥x１/p)dx (令x１/p ＝y)＝

p∫
∞

０
yp－１VV (|X|≥y)dy．

所以

CVV (|X|p)＜ ∞⇔∑
∞

n＝１
np－１VV (|X|＞n)＜ ∞．

２　主要结果及其证明

定理２．１　假设 {X,Xn;n ≥１}是次线性期望

空间 (Ω,H,EE
︿︿ )下的同分布广义 ND 随机变量序

列,VV 具有可数次可加性,{ank;１≤k≤n,n≥１}
是常数阵列,满足对任意１≤k ≤n,n ≥１,有

ank ≤cn－α 及cn ＝∑
n

k＝１
a２

nk ≤cnβ－α．如果α ＞０,

β ＞－α,p＝(１＋α＋β)/α ≥２且

EE
︿︿ (|X|p)≤CVV (|X|p)＜ ∞ (５)

∑
∞

n＝１
exp(－u/cn)＜ ∞,∀u ＞０ (６)

则

∑
∞

n＝１
VV {∑

n

k＝１
ank(Xk －EE

︿︿
Xk)＞ε}＜ ∞,∀ε＞０

(７)

∑
∞

n＝１
VV {∑

n

k＝１
ank(Xk －ε

︿
Xk)＜－ε}＜ ∞,∀ε＞０

(８)
特别地,当EE

︿︿
Xk ＝ε

︿
Xk 时,则

∑
∞

n＝１
VV {|∑

n

k＝１
ank(Xk －EE

︿︿
Xk)|＞ε}＜ ∞,∀ε＞０

(９)

　　证明　不失一般性,可以假设对任意１≤k ≤
n,n ≥１有EE

︿︿
Xn ＝０,EE

︿︿
X２

n ＝１,ank ≥０．给定任意

ε＞０,取ρ＝
α２

α＋１
因为α＞０,所以ρ＞０,正整数

N ＞
α＋１
β

．因为n－ρ →０,n→ ∞,所以对于任意给

定的ε,N,存在正整数 N０ 使得当n ≥ N０ 时,有

n－ρ ＜ε/N．因为本文结论证明的是完全收敛性,又
由于完全收敛性与前面有限项是无关的,所以可以

不妨假设当n ≥１时,n－ρ ＜ε/N．令

Tn ＝∑
n

k＝１
ankXk．

X′nk∶＝XkI(ankXk ≤n－ρ)＋
　　　　　a－１

nkn－ρI(ankXk ＞n－ρ),

T′n∶＝∑
n

k＝１
ankX′nk．

X″nk∶＝(Xk －a－１
nkn－ρ)I(ankXk ＞ε/N),

T″nk∶＝∑
n

k＝１
ankX″nk．
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X‴nk∶＝(Xk －a－１
nkn－ρ)I(n－ρ ＜ankXk ≤ε/N),

T‴n∶＝∑
n

k＝１
ankX‴nk．

　　显然Xk ＝X′nk＋X″nk＋X‴nk,Tn ＝T′n＋T″n＋T‴n．
注意到对任意的n ≥１有

{Tn ＞３ε}⊂ {T′n＞ε}∪ {T″n＞ε}∪ {T‴n＞ε},

因此要证 ∑
∞

n＝１
VV Tn ＞３ε( ) ＜ ∞ 成立,则只要证

∑
∞

n＝１
VV T′n＞ε( ) ＜ ∞,∑

∞

n＝１
VV T″n＞ε( ) ＜ ∞ 及

∑
∞

n＝１
VV T‴n＞ε( ) ＜ ∞ 就可以了．

由定义１．５,知 {ankX′nk,k＝１,２,,n}是广义

ND的,进而 {exp(unankX′nk),k＝１,２,,n}也是非

负广义 ND 的．记un ＝min{ε/(２cn),nρ},由定义

１．５有

EE
︿︿
exp(unT′n)＝EE

︿︿

∏
n

k＝１
exp(unankX′nk)≤

c∏
n

k＝１
EE
︿︿
exp(unankX′nk)．

　　因unankX′nk≤１,由引理１．１有

EE
︿︿
exp(unankX′nk)≤ 　　　　　　　　　

exp(unankEE
︿︿
X′nk＋u２

na２
nkEE

︿︿ (X′nk)２),

又因为EE
︿︿
X′nk≤EE

︿︿
Xk ＝０及EE

︿︿ (X′nk)２ ≤EE
︿︿
X２

k ＝１,
于是有

EE
︿︿
exp(unankX′nk)≤exp(u２

na２
nk),

及

EE
︿︿
exp(unT′n)≤cexp(u２

ncn)．
　　由式(２)有

VV (T′n＞ε)≤exp(－εun)EE
︿︿
exp(unT′n)≤

cexp(－εun ＋u２
ncn)．

如果ε/２cn ＞nρ,则由un 的定义有

VV (T′n＞ε)≤cexp(－εnρ/２);
如果ε/２cn ≤nρ,则有

VV (T′n＞ε)≤cexp(－ε２/(４cn))．

　　因 ∑
∞

n＝１
exp(－εnρ/２)＜ ∞ 并由式(６)有

∑
∞

n＝１
VV (T′n＞ε)＜ ∞ (１０)

　　假设函数g(x)∈Cl,Lip(RR ),使得 ∀x ∈RR ,

０≤g(x)≤１;且当|X|≤μ(０＜μ＜１),g(x)＝
１;当|X|＞１,g(x)＝０．则有

I(|X|≤μ)≤g(x)≤I(|X|≤１),　　　

I(|X|＞１)≤１－g(x)≤I(|X|＞μ)
(１１)

　　令

fn(i)＝Card{k;με/(iN)≤ank ＜με/((i－１)N)},

hi＝[iN/(με)]１/α,
其中,[x]表示x 的整数部分,Card(A)表示集合

A 的元素的个数．因为０＜ank ≤cn－α →０(α＞０),

所以可以不妨假设０＜ank ＜με
N

,则有

０＜ank ＜με
N

æ

è
ç

ö

ø
÷＝　　　　　　　　　　　

∪
∞

j＝２
με/(jN)≤ank ＜με/((j－１)N)( )

是必然事件．再由式(１)和(１１)以及VV 的可数次可加

性,有

VV (T″n＞ε)≤VV (∑
n

k＝１
ankX″nk＞ε)≤ 　　　　　

VV (∃１≤k≤n 使得ankXn ＞ε/N)≤

∑
n

k＝１
VV (ankXk ＞ε/N)≤

∑
∞

k＝１
VV (|ankXk|＞ε/N)≤

∑
∞

k＝１
EE
︿︿

１－g
ankXk

ε/N
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

∑
∞

k＝１
EE
︿︿

１－g
ankX
ε/N

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

∑
∞

k＝１
VV ankX ＞με/N( ) ＝

∑
∞

k＝１
VV (|X|＞με/(Nank),

∪
∞

j＝２
(με/(jN)≤ank ＜με/((j－１)N)))≤

∑
∞

k＝１
∑

∞

j＝２
VV (με/(jN)≤ank ＜

με/((j－１)N),|X|＞j－１)＝

∑
∞

j＝２
∑

∞

k＝１
VV (με/(jN)≤ank ＜

με/((j－１)N),|X|＞j－１)＝

∑
∞

j＝２
fn j( )VV |X|＞j－１( ) ．

因此

∑
∞

n＝１
VV (T″n＞ε)≤c∑

∞

n＝１
∑

∞

j＝２
fn(j)VV (|X|＞j－１)．

　　由cn 和fn(j)的定义,得cn ≥fn(j)μ２ε２/
(Nj)２．又 因 cn ≤ cnβ－α, 所 以 fn(j) ≤
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cnβ－αN２j２/(μ２ε２)．因此

∑
∞

n＝１
VV (T″n＞ε)≤c∑

∞

j＝２
∑
hj

n＝hj－１

nβ－αj２VV (|X|＞j－１)．

　　当p＝(１＋α＋β)/α＞２时,有

∑
hj

n＝hj－１

nβ－α ≤∫
hj

hj－１
xβ－αdx＝

１
β－α＋１∫

hj

hj－１
dxβ－α＋１＝

１
β－α＋１

[(hj)β－α＋１－(hj－１)β－α＋１]≤

c[(jN/(με))β－α＋１( ) /α －((j－１)N/(με))β－α＋１( ) /α]≤
cj β－α＋１( ) /α－１．

由引理１．２有

∑
∞

n＝１
VV (T″n＞ε)≤ 　　　　　　　　　　　

c∑
∞

j＝２
j２＋(β－α＋１)/α－１VV (|X|＞j－１)＝

c∑
∞

j＝２
jp－１VV (|X|＞j－１)≤

c∑
∞

j＝２
jp－１VV (|X|＞j)≤cCVV (|X|p)＜ ∞

(１２)

　　当p＝(１＋α＋β)/α＝２时,有

∑
hj

n＝hj－１

nβ－α ≤∫
hj

hj－１
x－１dx＝ln(hj)－ln(hj－１)＝

１
α

[ln(jN/(με))－ln((j－１)N/(με))]＝

１
α

[lnj－ln(j－１)]~
１
α

１
j

,j≥２．

再由引理１．２有

∑
∞

n＝１
VV (T″n＞ε)≤

c
α∑

∞

j＝２
j２１

j
VV (|X|＞j)≤

c∑
∞

j＝２
jVV (|X|＞j)≤cCVV |X|p( ) ＜ ∞．

(１３)

　　由X‴nk 的定义,如果ankXk ∉ n－ρ,ε/N( ] ,则

ankX‴nk＝０;如果n－ρ ＜ankXk ≤ε/N,则ankX‴nk≤

N－１ε．于是为使T‴n＝∑
n

k＝１
ankX‴nk＞ε,至少存在N 个

下标k使得n－ρ ＜ankXk ≤ε/N．根据同分布以及

ND性质,并由式(１)和(１１)及 Markov不等式,有

VV (T‴n＞ε)≤VV (至少存在N 个下标k使得

n－ρ ＜ankXk ≤N－１ε)≤
VV (至少存在N 个下标k使得ankXk ＞n－ρ)≤

∑
１≤i１＜i２＜＜iN ≤n

VV (Xi１ ＞a－１
nkn－ρ,

Xi２ ＞a－１
nkn－ρ,,XiN ＞a－１

nkn－ρ)≤

∑
１≤i１＜i２＜＜iN ≤n

EE
︿︿ [(１－g(anknρXi１

))

(１－g(anknρXi２
))(１－g(anknρXiN

))]≤

c ∑
１≤i１＜i２＜＜iN ≤n

[EE
︿︿ (１－g(anknρX))]N ≤

c ∑
１≤i１＜i２＜＜iN ≤n

[VV (|X|＞μa－１
nkn－ρ)]N ≤

c １
n(α＋β－ρp)N

(EE
︿︿
|X|p)N ≤c １

n(α＋β－ρp)N ．

又因为

α＋β－ρp( )N ＞

(α＋β－
α２

α＋１
１＋α＋β

α
)α＋１

β
＝１,

所以

∑
∞

n＝１
VV (T‴n＞ε)≤c∑

∞

n＝１

１
n(α＋β－ρp)N ＜ ∞ (１４)

　　结合式(１０),(１２)~(１４)便证明了式(７)．
根据文献[１]中次线性期望的定义有

ε
︿[X]∶＝－EE

︿︿ [－X],∀X ∈H．
显然,－X,－Xn;n ≥１{ } 也满足定理２．１中的条

件,用 －X,－Xn;n ≥１{ } 替 换 式 (７)中 的

X,Xn;n ≥１{ } 有

∑
∞

n＝１
VV {∑

n

k＝１
ank((－Xk)－EE

︿︿ (－Xk))＞ε}＜ ∞．

因此

∑
∞

n＝１
VV {∑

n

k＝１
ank(Xk －ε

︿
Xk)＜－ε}＝　　　　　　

∑
∞

n＝１
VV {∑

n

k＝１
ank(Xk ＋EE

︿︿ (－Xk))＜－ε}＝

∑
∞

n＝１
VV {∑

n

k＝１
ank((－Xk)－EE

︿︿ (－Xk))＞ε}＜ ∞,

即式(８)成立．
特别的,当EE

︿︿
Xk ＝ε

︿
Xk 时,有

VV {|∑
n

k＝１
ank(Xk －EE

︿︿
Xk)|＞ε}　　　　　

≤VV {∑
n

k＝１
ank(Xk －EE

︿︿
Xk)＞ε}＋

VV {∑
n

k＝１
ank(Xk －EE

︿︿
Xk)＜－ε}＜ ∞．

这便得到了式(９),即完成了定理２．１的证明．
注２．１　定理２．１是将文献[１１]中定理２．１的结

论从概率空间推广到了次线性期望空间．
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