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带一般Lévy跳和白噪声干扰的随机
三种群食物链模型的生存性分析
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摘要:对一类一般Lévy跳和白噪声干扰的随机三种群食物链模型进行生存性分析,得到了全局正

解的存在唯一性、最高级种群在均值意义下的持久性以及部分种群灭绝,并且其余种群均值意义下

稳定持久性的判别准则．结果显示,Lévy跳可以明显地改变种群的生存状态,可使得持久的种群灭

绝,也可使灭绝的种群持久．
关键词:随机食物链模型;Lévy跳;白噪声;平均持久性;灭绝性

中图分类号:O１７５．７　　　文献标识码:A　　doi:１０．３９６９/j．issn．０２５３Ｇ２７７８．２０１８．０８．００４
２０１０MathematicsSubjectClassification:９２D２５

引用格式:曾婷,滕志东．带一般Lévy跳和白噪声干扰的随机三种群食物链模型的生存性分析[J]．中国科学技

术大学学报,２０１８,４８(８):６２２Ｇ６３０．
ZENGTing,TENGZhiDong．SurvivalanalysisofstochasticthreeＧspeciesfoodchainmodelwithwhite
noisesandgeneralLévyjumps[J]．JournalofUniversityofScienceandTechnologyofChina,２０１８,４８
(８):６２２Ｇ６３０．

SurvivalanalysisofstochasticthreeＧspeciesfoodchainmodel
withwhitenoiseandgeneralLévyjumps

ZENGTing,TENGZhidong
(CollegeofMathematicsandSystemsScience,XinjiangUniversity,Urumqi８３００４６,China)

Abstract:ThesurvivalofastochasticthreespeciesfoodchainmodelwithwhitenoiseandgeneralLévy
jumpswasanalyzed,whichincludesexistenceanduniquenessofglobalpositivesolutionas wellas
permanenceinthemeanofthehighestspecies．Situationswheresomespeciesareextinctwhileothersare
persistentinthemeanwerealsoclarified．TheresultsshowthatLévyjumpscanobviouslychangethe
survivalofpopulation,whichcanmakethepersistentpopulationbecomeextinct,orviceversa．
Keywords:stochasticfoodchainmodel;Lévyjumps;whitenoise;permanenceinthemean;extinction

０　引言

１９２７年英国动物学家 Celton提出了食物链的

概念,即许多物种形成一个由低级到高级的具有捕

食低级,而同时又被高级捕食的链条．他认为一个物

种的灭绝,可能就会引起这个物种所在的食物链的

破坏,进而影响到整个生态系统的动态平衡．因此,
食物链模型的研究对自然环境的保护以及生态系统



的平衡显得尤为重要,而且意义深刻．目前,许多学

者在这一方面开展了深入细致的研究工作,参见文

献[１Ｇ５]及其参考文献．
对于一类具有三个种群的食物链系统,即种群

x３捕食种群x２,而种群x２ 又捕食种群x１,用图形

可表示为x１→x２→x３．Goh等[４]提出了如下描述三

种群食物链系统的动力学模型:

dx１＝x１(r１－a１１x１－a１２x２)dt,

dx２＝x２(－r２＋a２１x１－a２２x２－a２３x３)dt,

dx３＝x３(－r３＋a３２x２－a３３x３)dt
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ï
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ïï

(１)
式中,x１(t),x２(t)和x３(t)分别表示t 时刻的三

个种群的密度;r１,r２和r３分别表示三个种群的内

禀增长率或者死亡率;aii(i＝１,２,３)分别为三个

种群的内部竞争系数;a１２和a２３分别表示种群x１和

x２被种群x２和x３所捕食的损失率;a２１和a３２分别

表示种群x２和x３捕食种群x１和x２所获得的自身

增长率．出于其生物背景考虑,该模型假定所有这些

系 数 是 正 的．作 者 得 到 了: 当 r１ －
a１１

a２１
r２ －

a１１a２２＋a１２a２１

a２１a３２
r３＞０,模型(１)存在唯一的正平衡

点,且是全局渐近稳定的．
由于在自然界中随机现象无处不在．文献[２]

提出了一类种群的内禀增长率或死亡率受白噪声干

扰的随机三种群食物链动力学模型(即模型(２)中

ci(u)＝０,i＝１,２,３的情形),并对模型的随机动力

学性质进行了研究．进一步地,文献[５]则同时考虑

引入捕获因素,并研究了这类随机食物链模型的最

优捕获问题．
如果考虑一些突然的剧烈的环境冲击对模型的

影响,目前公认的解决办法就是在原模型的基础上

引入 Lévy跳[６]．近年来,带有 Lévy跳的种群动力

学模型由于其广泛的应用背景被众多的学者所研

究,参见文献[６Ｇ１０]及其参考文献．此外,也有不少

学者将这种噪声引入到传染病模型中[１１Ｇ１３]．本文我

们考虑如下同时具有白噪声和 Lévy跳干扰的随机

三种群食物链动力学模型:

dx１(t)＝x１(t－)(r１－a１１x１(t－)－a１２x２(t－))dt＋σ１x１(t－)dB１(t)＋∫YY
c１(u)x１(t－)N(dt,du),

dx２(t)＝x２(t－)(－r２＋a２１x１(t－)－a２２x２(t－)－a２３x３(t－))dt－σ２x２(t－)dB２(t)＋∫YY
c２(u)x２(t－)N(dt,du),

dx３(t)＝x３(t－)(－r３＋a３２x２(t－)－a３３x３(t－))dt－σ３x３(t－)dB３(t)＋∫YY
c３(u)x３(t－)N(dt,du)
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(２)

式中,xi(t－ )(i＝１,２,３)表示xi(t)在时刻t的左

极限;Bi(t)(i＝１,２,３)是定义在一个完备概率空

间上的标准 Brownian运动,σ２
i 表示白噪声干扰的

强度;函数ci(u)表示 Lévy跳对物种xi(t)的影响

程度,通常要求ci(u)＞－１且有界;N(􀅰,􀅰)是强

度为λ的Poisson随机过程,且定义为N(dt,du)＝

λ(du)dt＋N􀬈(dt,du)[１４],其中 N􀬈 是N 的补偿随机

测度;YY 是(０,∞)中的一个可测子集,满足λ(YY )＜
∞．本文始终假定B(􀅰)与 N(􀅰,􀅰)是相互独立

的．同样地,出于其生物背景考虑,在这里我们假定

所有系数aij(i,j＝１,２,３)是正的．
绝大多数的学者都是将补偿型的 Lévy跳引入

到模型中[６Ｇ１０]．一般跳 N(dt,du)是相对于补偿跳

N􀬈(dt,du)更复杂的跳过程[１４Ｇ１５],目前只有少数学

者将其引入到模型中进行讨论[１６Ｇ１７]．本文研究的是

带一般Lévy跳的随机食物链模型(２)．对于确定性

模型(１),易知当其处于低等的物种灭绝时,必然会

导致其食物链上的高等的物种也灭绝．同样的,如果

食物链模型(２)中ci(u)＝０,即只受白噪声影响时,
根据文献[５,引理５],这种性质依然存在．然而,当食

物链系统受到一般 Lévy跳影响时,当低等的物种

灭绝时,其食物链上的高等的物种却依旧可以有生

存甚至均值持久的可能性．本文将对模型(２)的全局

正解的存在唯一性、平均持久性和灭绝性开展研究,
并建立相应的判别准则．

１　预备知识

记R＋ ＝[０,∞)和 Rn
＋ ＝{(x１,x２,􀆺,xn):

xi≥０,i＝１,２,􀆺,n}．为研究方便,对模型(２)我们
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引入如下记号:

θ１＝r１－
σ２

１

２＋∫YY
ln(１＋c１(u))λ(du),

θi＝－ri－
σ２

i

２＋∫YY
ln(１＋ci(u))λ(du),i＝２,３,

和如下假设:
(H１)存 在 正 常 数 ki 使 得 对 任 意 的u∈YY ,

ci(u)＞－１,(i＝１,２,３)和

∫YY
(|ln(１＋ci(u))|∨|ln(１＋ci(u))|２)λ(du)＜ki,

i＝１,２,３．
　　假设(H１)说明在模型(２)中 Lévy跳不是非常

大,并且－１＜ci(u)＜０表示该突发噪音迫使第i
个物种减少,而当ci(u)＞０则意味着第i个物种的

增加．
考虑如下一般形式的随机微分方程

dx(t)＝f(t)dt＋g(t)dB(t)＋　　　　　

　　∫YY
c(t,u)N(dt,du),x(０)＝x０ (３)

式中,x＝(x１,x２,􀆺,xn)．则对任给的Lyapunov函

数V∈C２,１(Rn×R＋ ;R＋ ),方程(３)有如下推广的

伊藤公式[１４]:

dV(x(t),t)＝LV(x(t),t)dt＋　　　　　　　
Vx(x(t),t)g(t)dB(t)＋

∫YY
(V(x(t)＋c(t,u),t)－V(x(t),t))N􀬈(dt,du)．

这里算子LV 定义如下:

LV(x,t)＝Vt(x,t)＋Vx(x,t)f(t)＋
１
２trac(gT(t)Vxx(x,t)g(t))＋

∫YY
(V(x＋c(t,u),t)－V(x,t))λ(du) (４)

式中,Vt ＝
ƏV
Ət

,Vx ＝ (ƏV
Əx１

,􀆺,ƏV
Əxn

),Vxx ＝

(Ə２V
ƏxiƏxj

)n×n．

关于模型(２)的正解的依概率１平均持久性、稳
定性和灭绝性,有如下定义:

定义１．１[１８]　对于系统(２)的任何正解(x１(t),
x２(t),x３(t)),有

①如果对某个i＝１,２,３,

liminf
t→∞

１
t∫

t

０
xi(s)ds＞０a．s．,

则称xi(t)是依概率１平均持久的．

②如果对某个i＝１,２,３,lim
t→∞

１
t∫

t

０
xi(s)ds＝

k＞０a．s．,则称xi(t)是依概率１在平均值意义下

稳定的,其中k为正常数．
③如果存在正常数bi(i＝１,２,３)使得

lim
t→∞∏

３

i＝１
xbi

i (t)＝０a．s．,

则称模型(２)是依概率１非持久的．
引理１．１[１９]　设M(t)为初值M(０)＝０的局部

鞅,若limsup
t→∞

１
t

‹M,M›(t)＜∞a．s．,其中‹M,M›(t)

为M(t)的二次变分,则有lim
t→∞

１
tM(t)＝０a．s．．

引理１．２[８]　设z(t)和h(t)是定义在t≥０上

的局部可积随机过程,且lim
t→∞

h(t)
t ＝０a．s．．

①若存在正常数T,δ 和δ０ 使得对任意的t＞
T 有

lnz(t)≥δt－δ０∫
t

０
z(s)ds＋h(t)a．s．,

则有liminf
t→∞

１
t∫

t

０
z(s)ds≥

δ
δ０

a．s．．

②若存在正常数 T 和δ０ 使得对任意的t＞
T 有

lnz(t)≤δt－δ０∫
t

０
z(s)ds＋h(t)a．s．,

则当δ＞０时,有limsup
t→∞

１
t∫

t

０
z(s)ds ≤

δ
δ０

a．s．;当

δ≤０时,有lim
t→∞

z(t)＝０a．s．．

③若存在正常数T,δ 和δ０ 使得对任意的t＞
T 有

lnz(t)＝δt－δ０∫
t

０
z(s)ds＋h(t)a．s．,

则有lim
t→∞

１
t∫

t

０
z(s)ds＝

δ
δ０

和lim
t→∞

lnz(t)
t ＝０a．s．．

２　全局正解的存在唯一性

根据实际生物背景,研究模型(２)的动力学性

质,首先要保证模型的具有正初始值的解整体存在,
且非负．为此我们首先给出模型(２)存在唯一全局正

解的判别准则．
定理２．１　假设(H１)成立,则对任何初始值

(x１(０),x２(０),x３(０))∈ R３
＋ ,模型(２)几乎确定地

存在唯一全局正解(x１(t),x２(t),x３(t))∈Rn
＋ ．

证明　我们采用文献[２０]中利用 Lyapunov函

数证明全局正解存在唯一性的方法,证明模型(２)的
解在有限时间内不会爆破,从而保证全局正解的存
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在性．
由于模型(２)的系数满足局部 Lipschitz条件,

故对于任意的初始值(x１(０),x２(０),x３(０))∈
R３

＋ ,模型(２)在[０,τe)上存在唯一的局部正解

(x１(t),x２(t),x３(t)),其中τe 是爆破时刻．只需证

明τe＝∞a．s．,则解就是全局存在的．取整数m０ 足

够大使得(x１(０),x２(０),x３(０))的每一个分量都落

于区间[１
m０

,m０],对于任何整数 m≥ m０,定义停

时:τm＝inf{t∈[０,τe):x１(t)∉(１
m

,m)orx２(t)∉

(１
m

,m)orx３(t)∉(１
m

,m)}．其中约定infØ＝∞．显

然τm 关于m 是递增的．设τ∞ ＝lim
m→∞

τm．则有τ∞ ≤τe

a．s．．若能证明τ∞ ＝∞a．s．,则必然有τe＝∞．因此我

们只需要去证明τ∞ ＝∞a．s．．采用反证法,若不然,
则存在常数T＞０和０＜ϵ＜１使得有P{τ∞ ≤T}＞ϵ
成立．因此存在整数 m１ ≥ m０,当 m ≥ m１ 时,有

P{τm≤T}＞ϵ．
定义一个C２Lyapunov函数V 如下:

V(x)＝a３２[a２１(x１－１－lnx１)＋　　　　　　　
a１２(x２－１－lnx２)]＋a２３a１２(x３－１－lnx３),
这里x＝(x１,x２,x３)．由于u－１－lnu ≥０对任何

u＞０,可保证函数V 的非负性．由推广的 伊藤公式

(４)可得

dV(x)＝LVdt＋a３２a２１σ１(x１－１)dB１(t)＋　　

∫YY
a３２a２１(c１(u)x１－ln(１＋c１(u)))N􀬈(dt,du)＋

a３２a１２σ２(x２－１)dB２(t)＋

∫YY
a３２a１２(c２(u)x２－ln(１＋c２(u)))N􀬈(dt,du)＋

a２３a１２σ３(x３－１)dB３(t)＋

∫YY
a２３a１２(c３(u)x３－ln(１＋c３(u)))N􀬈(dt,du),

其中,

LV＝a３２a２１(x１－１)(r１－a１１x１－a１２x２)＋
a３２a１２(x２－１)(－r２＋a２１x１－a２２x２－a２３x３)＋

a２３a１２(x３－１)(－r３＋a３２x２－a３３x３)＋
０．５a３２a２１σ２

１＋０．５a３２a１２σ２
２＋０．５a２３a１２σ２

３＋

∫YY
a３２a２１(c１(u)x１－ln(１＋c１(u)))λ(du)＋

∫YY
a３２a１２(c２(u)x２－ln(１＋c２(u)))λ(du)＋

∫YY
a２３a１２(c３(u)x３－ln(１＋c３(u)))λ(du)．

出于简单起见,我们在x(t－ )中省去了t－ ．有

∫YY
[ci(u)xi－ln(１＋ci(u))]λ(du)≤

xi∫YY
|ci(u)|λ(du)＋∫YY

|ln(１＋ci(u))|λ(du)．

由此整理可得

LV ≤a３２a２１(－r１＋０．５σ２
１＋　　　　　　　　　

　　　∫YY
|ln(１＋c１(u))|λ(du))＋

a３２a１２(r２＋０．５σ２
２＋∫YY

|ln(１＋c２(u))|λ(du))＋

a２３a１２(r３＋０．５σ２
３＋∫YY

|ln(１＋c３(u))|λ(du))＋

x１(a３２a２１r１＋a３２a２１a１１－

a３２a１２a２１＋a３２a２１∫YY
|c１(u)|λ(du))＋

x２(－a３２a１２r２＋a３２a２１a１２＋a３２a１２a２２－

a２３a１２a３２＋a３２a１２∫YY
|c２(u)|λ(du))＋

x３(－a２３a１２r３＋a３２a１２a２３＋

a２３a１２a３３＋a２３a１２∫YY
|c３(u)|λ(du))－

a３２a２１a１１x２
１－a３２a１２a２２x２

２－a２３a１２a３３x２
３,

根据假设(H１),我们能得到,存在一正常数 M,使
得对任何xi≥０(i＝１,２,３),LV≤M．

从０到τm∧T 积分得

V(x(τm ∧T))－V(x(０))≤∫
τm ∧T

０
Mdt＋

∫
τm ∧T

０
a３２a２１σ１(x１－１)dB１(t)＋

∫
τm ∧T

０
a３２a１２σ２(x２－１)dB２(t)＋

∫
τm ∧T

０
a２３a１２σ３(x３－１)dB３(t)＋

∫
τm∧T

０ ∫YY
a３２a２１(c１(u)x１－ln(１＋c１(u)))N􀬈(dt,du)＋

∫
τm∧T

０ ∫YY
a３２a１２(c２(u)x２－ln(１＋c２(u)))N􀬈(dt,du)＋

∫
τm∧T

０ ∫YY
a２３a１２(c３(u)x３－ln(１＋c３(u)))N􀬈(dt,du),

对上式两端取期望,可得

EV(x(τm ∧T))≤ 　　　　　　　　　　　　
V(x(０))＋ME(τm ∧T)≤V(x(０))＋MT

(５)
对于m≥m１,设Ωm＝{τm≤T},则有P(Ωm)≥ϵ．又
由于对每个ω∈Ωm,必存在某个i∈{１,２,３}使得

xi(τm,ω)＝m 或者xi(τm,ω)＝
１
m

,从而有
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V(x(τm,ω))≥ min{m－１－lnm,１
m －１－ln１

m
}．

　　结合式(５)可得

EV(x(τm ∧T))≥E(１ΩmV(x(τm)))≥

ϵ(m－１－lnm)∧ (１
m －１－ln１

m
),

这里１Ωm 为Ωm 的示性函数．当m→∞时,由上式可

得EV(x(τm ∧T))→∞,这就与式(５)相矛盾．因
此,必有τ∞ ＝∞ a．s．,即正解是全局存在唯一的．
证毕．

３　持久性与灭绝性

这里依照定义１．１给出的均值持久性和灭绝性

的定义来得到模型解的持久性和灭绝性．首先有

引理３．１　假设θ１＞０,θ１＋
a１１

a２１
θ２＞０ 和θ１＋

a１１

a２１
θ２＋

a１１a２２

a２１a３２
θ３ ＞０．则 对 任 意 初 始 值 (x１ (０),

x２(０),x３(０))∈R３
＋ ,模型(２)的解(x１(t),x２(t),

x３(t))满足limsup
t→∞

lnxi(t)
t ≤０a．s．,i＝１,２,３．

证明　设

M１i(t)＝σi∫
t

０
dBi(s),

M２i(t)＝∫
t

０∫YY
ln(１＋ci(u))N􀬈(ds,du),i＝１,２,３

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(６)
则M１i(t)和M２i(t)是实值局部平方可积鞅,其二

次变分为

‹M１i,M１i›(t)＝∫
t

０
σ２

ids＝σ２
it,

‹M２i,M２i›(t)＝

∫
t

０∫YY
[ln(１＋ci(u))]２λ(du)≤kita．s．．

　　根据引理１．１,有

lim
t→∞

M１i(t)
t ＝０,lim

t→∞

M２i(t)
t ＝０a．s．i＝１,２,３

(７)

　　对于x１(t),由随机微分方程的比较原理,得

x１(t)≤Φ１(t) (８)
对一切t≥０,其中Φ１(t)满足:

dΦ１(t)＝Φ１(t)(r１－a１１Φ１(t))dt＋　　　　　

σ１Φ１(t)dB１(t)＋∫YY
c１(u)Φ１(t)N(dt,du),

Φ１(０)＝x１(０)．

　　对lnΦ１(t)应用伊藤公式可得

lnΦ１(t)＝lnΦ１(０)＋θ１t－　　　　　　　　　

　 　a１１∫
t

０
Φ１(s)ds＋M１１(t)＋M２１(t) (９)

由引理１．２可知,若θ１＞０,则有

lim
t→∞

lnΦ１(t)
t ＝０,lim

t→∞

１
t∫

t

０
Φ１(s)ds＝

θ１

a１１
a．s．

(１０)
因此,有

limsup
t→∞

lnx１(t)
t ≤０,

limsup
t→∞

１
t∫

t

０
x１(s)ds≤

θ１

a１１
a．s．

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(１１)

　　对于x２(t),由随机微分方程的比较原理,易知

x２(t)≤Φ２(t) (１２)

对一切t≥０,其中Φ２(t)满足:

dΦ２(t)＝Φ２(t)(－r２＋a２１Φ１(t)－
　　　　a２２Φ２(t))dt－σ２Φ２(t)dB２(t)＋

　　　　∫YY
c２(u)Φ２(t)N(dt,du),

Φ２(０)＝x２(０)．
　　对lnΦ２(t)应用伊藤公式可得

lnΦ２(t)＝lnΦ２(０)＋θ２t＋a２１∫
t

０
Φ１(s)ds－

　　　a２２∫
t

０
Φ２(s)ds－M１２(t)＋M２２(t)(１３)

　　从式(１０)得知:

１
t∫

t

０
Φ１(s)ds＝

θ１

a１１
＋φ１(t)a．s．,

其中φ１(t)满足lim
t→∞

φ１(t)＝０．于是∫
t

０
Φ１(s)ds＝

θ１

a１１
t＋

φ１(t)t．于是由式(１３)我们进一步得到

lnΦ２(t)＝(θ２＋a２１
θ１

a１１
)t－a２２∫

t

０
Φ２(s)ds＋h(t),

其中

h(t)＝lnΦ２(０)＋a２１φ１(t)t－M１２(t)＋M２２(t)．

由式(１１)得知:lim
t→∞

h(t)
t ＝０．由于θ１＋

a１１

a２１
θ２＞０,故

由引理１．２得

lim
t→∞

１
t∫

t

０
Φ２(s)ds＝

a２１θ１＋a１１θ２

a１１a２２
＞０,

lim
t→∞

lnΦ２(t)
t ＝０a．s．．

因此,有
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limsup
t→∞

lnx２(t)
t ≤０,

limsup
t→∞

１
t∫

t

０
x２(s)ds≤

θ１a２１＋θ２a１１

a１１a２２
a．s．

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(１４)

　　对于x３(t),由随机微分方程的比较原理,得知

x３(t)≤Φ３(t) (１５)
对一切t≥０,其中Φ３(t)满足:

dΦ３(t)＝Φ３(t)(－r３＋a３２Φ２(t)－
　　　　a３３Φ３(t))dt－σ３Φ３(t)dB３(t)＋

　　　　∫YY
c３(u)Φ３(t)N(dt,du),

Φ３(０)＝x３(０)．
　　对lnΦ３(t)应用伊藤公式可得

lnΦ３(t)＝lnΦ３(０)＋θ３t＋a３２∫
t

０
Φ２(s)ds－　　

　　a３３∫
t

０
Φ３(s)ds－M１３(t)＋M２３(t) (１６)

同理可证,当θ１＋
a１１

a２１
θ２＋

a１１a２２

a２１a３２
θ３＞０时可得

lim
t→∞

１
t∫

t

０
Φ３(s)ds＝　　　　　　　　　

θ１a２１a３２＋θ２a１１a３２＋θ３a１１a２２

a１１a２２a３３
＞０,

lim
t→∞

lnΦ３(t)
t ＝０a．s．．

因此,有

limsup
t→∞

lnx３(t)
t ≤０,

limsup
t→∞

１
t∫

t

０
x３(s)ds≤

θ１a２１a３２＋θ２a１１a３２＋θ３a１１a２２

a１１a２２a３３
a．s． (１７)

　　从式(１１),(１４)和(１７),我们最终得到

limsup
t→∞

lnxi(t)
t ≤０a．s．,i＝１,２,３,

并且所有正解在均值意义下是依概率１ 最终有界

的．证毕．
定理３．１　设(x１(t),x２(t),x３(t))是模型(２)

满足初始值(x１(０),x２(０),x３(０))∈ R３
＋ 的解,

则有

① 如果θ１＞０,θ１＋
a１１

a２１
θ２＞０,θ３＞０ 和θ１＋

a１１

a２１
θ２＋

a１１a２２

a２１a３２
θ３＞０,则x３(t)是依概率１在均值意

义下持久的,即:存在常数x３＞０使得

liminf
t→∞

１
t∫

t

０
x３(s)ds≥x３a．s．．

②如果θi＜０(i＝１,２,３),则xi(t)(i＝１,２,３)依

概率１都灭绝,即:lim
t→∞

xi(t)＝０a．s．(i＝１,２,３)．

③如果θ１＞０,θ１＋
a１１

a２１
θ２＜０和θ３＜０,则x２(t)

和x３(t)依概率１灭绝,而x１(t)依概率１在均值

意义 下 稳 定,即lim
t→∞

xi(t)＝０a．s．(i＝２,３)和

lim
t→∞

１
t∫

t

０
x１(s)ds＝

θ１

a１１
a．s．．

④如果θ１＜０,θ２＞０和θ２＋
a２２

a３２
θ３＜０,则x１(t)

和x３(t)依概率１灭绝,而x２(t)依概率１在均值意

义下稳定．
⑤如果θ１＜０,θ２＜０ 和θ３＞０,则x１(t)和

x２(t)依概率１灭绝,而x３(t)依概率１在均值意义

下稳定．

⑥如果θ１＋
a１１

a２１
θ２＋

a１１a２２＋a１２a２１

a２１a３２
θ３＜０,则模

型(２)的解是依概率１非持续的,即lim
t→∞

∏
３

i＝１
xbi

i (t)＝０

a．s．,其中b１＝a２１,b２＝a１１和b３＝
a１１a２２＋a１２a２１

a３２
．

证明　对于结论①．选取Lyapunov函数

V(x１,x２,x３)＝ln(∏
３

i＝１
xbi

i (t))＝　　　　　

b１lnx１(t)＋b２lnx２(t)＋b３lnx３(t),
式中,bi(i＝１,２,３)为待定常数．使用伊藤公式,有

dV＝[(b１θ１＋b２θ２＋b３θ３)－(a１１b１－a２１b２)x１＋
(－a１２b１－a２２b２＋a３２b３)x２－

(a２３b２＋a３３b３)x３]dt＋σ１b１dB１(t)－
σ２b２dB２(t)－σ３b３dB３(t)＋

∫YY
b１ln(１＋c１(u))N􀬈(dt,du)＋

∫YY
b２ln(１＋c２(u))N􀬈(dt,du)＋

∫YY
b３ln(１＋c３(u))N􀬈(dt,du)．

　　选取b１＝a２１,b２＝a１１和b３＝
a１１a２２＋a１２a２１

a３２
．

则由定理假设条件,有

b１θ１＋b２θ２＋b３θ３＝　　　　　　　　　　　

a２１(θ１＋
a１１

a２１
θ２＋

a１１a２２＋a１２a２１

a２１a３２
θ３)＞０
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和

１
t

(V(x１(t),x２(t),x３(t))－

V(x１(０),x２(０),x３(０)))＝
(b１θ１＋b２θ２＋b３θ３)－

(a２３b２＋a３３b３)
１
t∫

t

０
x３(s)ds＋

b１
１
tM１１(t)－b２

１
tM１２(t)－b３

１
tM１３(t)＋

b１
１
tM２１(t)＋b２

１
tM２２(t)＋b３

１
tM２３(t)

(１８)
式中,Mij(t)(i,j＝１,２,３)已经在式(６)中给出．由
定理条件我们有:b１θ１＋b２θ２＋b３θ３＞０．由引理３．１

可得limsup
t→∞

１
tV(x１(t),x２(t),x３(t))≤０．因此根据

式(７),直接由式(１８)能得到liminf
t→∞

１
t∫

t

０
x３(s)ds≥

b１θ１＋b２θ２＋b３θ３

a２３b２＋a３３b３
＝x３a．s．．因此x３(t)是在均值

意义下依概率１持久的．结论① 得证．
考虑结论②．若θ１＜０,由引理３．１中式(８)和

(１０),结合引理１．２② 易得知:lim
t→∞

x１(t)＝０a．s．．

进一步,若θ２＜０,我们有

limsup
t→∞

lnx２(t)
t ≤θ２＋a２１limsup

t→∞∫
t

０
x１(s)ds＝

θ２ ＜０a．s．,
即lim

t→∞
x２(t)＝０a．s．．

同样的,若θ３＜０,有limsup
t→∞

lnx３(t)
t ≤θ３ ＋

a３２limsup
t→∞∫

t

０
x２(s)ds＝θ３ ＜０a．s．,即lim

t→∞
x３(t)＝０

a．s．．由此,结论② 得证．
考虑结论③．由于θ１＞０,由引理３．１易得知

lim
t→∞

１
t∫

t

０
x１(s)ds≤

θ１

a１１
a．s．．

进一步,若θ１＋
a１１

a２１
θ２＜０,有limsup

t→∞

lnx２(t)
t ≤

θ２＋a２１limsup
t→∞∫

t

０
x１(s)ds＝θ２＋a２１

θ１

a１１
＜０a．s．,即

lim
t→∞

x２(t)＝０a．s．．

再由θ３＜０,由结论② 中证明可得

lim
t→∞

x３(t)＝０．

　　对充分小的０＜ϵ＜
θ１

a１２
,存在T０＞０,对任意的

t≥T０有x２(t)＜ϵa．s．．不失一般性,可设对任意的

t≥０有x２(t)＜ϵa．s．．于是我们有

lnx１(t)≤lnx１(０)＋θ１t－　　　　　　

　　　　　a１１∫
t

０
x１(s)ds＋M１１(t)＋M１２(t)

和

lnx１(t)≥lnx１(０)＋θ１t－a１２ϵt－　　　

　　　　　a１１∫
t

０
x１(s)ds＋M１１(t)＋M１２(t)．

　　根据引理１．２得

θ１－a１２ϵ
a１１

＜liminf
t→∞

１
t∫

t

０
x１(s)ds≤

limsup
t→∞

１
t∫

t

０
x１(s)ds≤

θ１

a１１
,

由于ϵ的任意性,我们进一步得到

lim
t→∞

１
t∫

t

０
x１(s)ds＝

θ１

a１１
a．s．．

因此,结论③得证．
考虑结论④．由②的证明,当θ１＜０时,有

lim
t→∞

x１(t)＝０a．s．．

　　由式(１３)有

lnΦ２(t)＝θ２t－a２２∫
t

０
Φ２(s)ds＋h２(t),

这里h２(t)＝lnΦ２(０)＋a２１∫
t

０
Φ１(s)ds－M１２(t)＋

M２２(t)．显然,有lim
t→∞

h２(t)
t ＝０．因此,由引理１．２我

们进一步有lim
t→∞

１
t∫

t

０
Φ２(s)ds＝

θ２

a２２
a．s．．由式(１６),

θ２＋
a２２

a３２
θ３＜０,进一步有

limsup
t→∞

lnx３(t)
t ≤θ３＋a３２limsup

t→∞

１
t∫

t

０
Φ２(s)ds＝

θ３＋
a３２θ２

a２２
＜０．

因此,lim
t→∞

x３(t)＝０a．s．．

对任何ε＞０,且θ２－a２３ε＞０,存在T＞０,使得

当t≥T 时 １
t∫

t

０
x３(s)ds＜εa．s．．不失一般性,可设

１
t∫

t

０
x３(s)ds＜εa．s．对一切t≥ ０．于是当t≥ ０

时有

lnx２(t)≥lnx２(０)＋θ２t－a２２∫
t

０
x２(s)ds－

　　　a２３εt－M１２(t)＋M２２(t),
和
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lnx２(t)≤lnx２(０)＋θ２t－　　　　　　　

　　　　　a２２∫
t

０
x２(s)ds－M１２(t)＋M２２(t)．

　　由引理１．２,得到

θ２－a２３ε
a２２

≤liminf
t→∞

１
t∫

t

０
x２(s)ds≤ 　　　　　

　　　　limsup
t→∞

１
t∫

t

０
x２(s)ds≤

θ２

a２２
a．s．．

由ε 的任意性,我们最终得到x２(t)在均值意义下

稳定:lim
t→∞

１
t∫

t

０
x２(s)ds＝

θ２

a２２
a．s．．因 此,结 论 ④

得证．
对于结论⑤．直接由②的证明能得到:当θi＜０

时,lim
t→∞

xi(t)＝０a．s．(i＝１,２)．

对任何充分小的ε＞０存在一个T＞０,当t≥

T 时 有 １
t∫

t

０
x２(s)ds ＜ ε．不 失 一 般 性,可 设

１
t∫

t

０
x２(s)ds＜ε对一切t≥０．于是有

lnx３(t)≥lnx３(０)＋θ３t－　　　　　　　

　　　　　a３３∫
t

０
x３(s)ds－M１３(t)＋M２３(t),

和

lnx３(t)≤lnx３(０)＋θ３t＋a３２εt－　　　

　　　　　a３３∫
t

０
x３(s)ds－M１３(t)＋M２３(t)．

　　由引理１．２,我们得到

θ３

a３３
≤liminf

t→∞

１
t∫

t

０
x３(s)ds≤ 　　　　　　　

limsup
t→∞

１
t∫

t

０
x３(s)ds≤

θ３＋a３２ε
a３３

．

由ε的任意性,最终得到x３(t)在均值意义下稳定:

lim
t→∞

１
t∫

t

０
x３(s)ds＝

θ３

a３３
a．s．．

因此,结论⑤得证．
对于结论⑥．从式(１８)能进一步得到

１
t

(V(x１(t),x２(t),x３(t))－

V(x１(０),x２(０),x３(０)))≤
(b１θ１＋b２θ２＋b３θ３)＋

b１
１
tM１１(t)－b２

１
tM１２(t)－b３

１
tM１３(t)＋

b１
１
tM２１(t)＋b２

１
tM２２(t)＋b３

１
tM２３(t)．

若θ１＋
a１１

a２１
θ２＋

a１１a２２＋a１２a２１

a２１a３２
θ３＜０,则直接有

limsup
t→∞

１
t

(V(x１(t),x２(t),x３(t)))≤

b１θ１＋b２θ２＋b３θ３ ＜０,

即lim
t→∞∏

３

i＝１
xbi

i (t)＝０a．s．．于是,结论⑥得证．定理

证毕．

４　结论

本文研究了同时受白噪声和一般Lévy跳干扰

的随机三种群食物链模型．由θi的表达式可看出白

噪声和 Lévy跳都是作用在ri上的,然而白噪声总

是对物种的生存起抑制作用,而 Lévy 噪声却可以

对其生存有利 (当跳系数为正时),亦可对其不利

(当跳系数为负时)．在一些简单的假设下,我们得到

了该随机食物链模型的最高级捕食者在均值意义下

依概率１持久的判别准则,得到了部分种群依概率

１灭绝,而其余种群依概率１ 渐近稳定持久的判别

准则,以及得到了所有种群依概率１是非持久的判

别准则．
然而,从定理３．１不难看出,对于随机食物链模

型仍然有许多情况没有很好研究,例如:

①在定理３．１的结论①中,我们仅得到了种群

x３的平均值意义下依概率１持久性,那么能否进一

步得到种群x１和x２的平均值意义下依概率１持久

性呢?

②在定理３．１的结论③~⑤中,我们建立了两

个种群依概率１灭绝,一个种群平均值意义下依概

率１渐近稳定持久的判别准则．那么能否建立一个

种群依概率１灭绝,两个种群平均值意义下依概率

１渐近稳定持久的判别准则呢?

③对于相应的确定性三种群食物链模型,目前

已经得到了非常完整的种群持久性、灭绝性以及平

衡点全局渐近稳定性的判别准则．那么对于本文考

虑的随机食物链模型,能否也能建立对应的比较完

整的结论呢?
这些问题我们将在以后的工作中继续开展

研究．
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