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摘要:混合模型的传统期望最大化(EM)算法可以有效地探索网络的结构规律性．但它总是陷入局

部最大值．为此提出了确定性退火期望最大化(NMEM)算法来解决这个问题,该算法不仅能够防

止局部最优,而且提高了收敛速度,因此 NMEM 算法适用于估计混合模型的参数．该算法通过经

验设置其初始参数β０,设计了有向网络的混合模型新退火算法,并设计了β０ 的参数选择方法．
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Abstract:AlthoughthetraditionalexpectationＧmaximization (EM)algorithm ofthe mixed modelcan
effectivelyexplorethestructuralregularityofthenetwork,italwaysgetsstuckinsomelocalmaximum．A
deterministicannealingexpectationmaximization(NMEM)algorithmisproposedtosolvethisproblem,

whichnotonlypreventslocaloptimumbutalsoimprovesconvergencespeedandisthususedtoestimate
theparametersofthehybridmodel．Thealgorithmalwayssetsitsinitialparametersβ０throughexperience．
Ifβ０istoosmall,theresultsaremeaningless,orifβ０istoolarge,itwillconvergetothelocalmaximum
morefrequently．Furthermore,anew hybrid modelofdirectionalnetworkandaparameterselection
methodofβ０ weredesigned．
Keywords:mixturemodel;annealingalgorithm;convergencerate;directednetwork



０　引言

社区检测[１]是网络分析中一类流行的自动识别

技术,如抑制整个网络的复杂性和识别网络中的关

键节点等．到目前为止,已经开发了大量用于社区检

测任务的方法,包括层次聚类,分割聚类,基于模块

化的方法等,它们仅仅集中于检测紧密连接的子图,
而复杂网络可能具有许多其他类型的结构,包括核

心Ｇ外围,分层、多分体结构或它们的混合等．最近提

供了一些模型来检测除紧密连接的子图之外的更多

种结构,这些模型主要分两大类．一类是基于随机块

模型(SBM)[２]的算法,其算法通过 Gibbs抽样方

法[３]来估计参数,变分 EM 算法[４Ｇ６],变分贝叶斯方

法[７],传播方法[８]等．这些算法的时间复杂度近似为

O(mc２),其中m 和c分别表示边和簇的数量．另一

类是用于网络探索的混合模型[９],其时间复杂度为

O (mc)．相 比 之 下,混 合 模 型 的 EM 算 法

(EMMM)[９]比基于SBM 的模型的算法更有效．
传统的EM 算法总是收敛到差的局部最大值,

文献[１０]提出DAEM 算法来克服局部最大值问题．
它从β＝β０ ≅１开始,并缓慢增加β到１,在每个β,

DAEM 算法执行 EM 算法．这增加了收敛时间,特
别是对于具有倾斜的混合系数和簇之间的重叠的数

据．EM 算法[１１]从β＞１开始缓慢减小到１．它通过

限制重叠量来提高速度,但更频繁地趋于收敛到较

差的局部最优．DAAEM 算法[１１],不仅能防止 EM
算法陷入局部最优,而且提高了算法的收敛速度．它
从一个小参数β＝β０ ≅０开始,缓慢增加β并超过

１,直到选定的上限,最后慢慢地降低β到１．
为了使混合模型的参数估计算法[９]收敛到局部

最优或有效地近似全局最优,我们使用 DAAEM 算

法框架来估计混合模型的参数,构造新混合模型的

DAAEM 算法简称为 NMEM．在 DAAEM 算法需

要设置初始β０,在文献[１０Ｇ１１]中,非上标,初始值

β０ 总是由实验设定的．Ueda等[１０]证实β０＝０．１可能

足够小,新迭代中的β被设置为常数(最后迭代中β
的１．１~１．５)倍;Naim 等[１１]认为有必要为复杂数据

选择较小的β０,而对于简单数据选择较大的β０,目

前还没有关于如何在理论上设置它的研究,如果我

们设置太小的β０,NMEM 算法可能将节点划分为

无意义的集群[１２],例如每个节点属于具有相等概率

的每个集群的分区．一旦算法收敛到这种情况,在随

后的迭代中它是不能从该点逃逸的．如果我们设置

太大的β０,NMEM 算法更容易收敛到局部最大值．
从收敛性质方面来说,选择的初始参数β０ 开始的算

法不应该收敛到一个无意义的聚类点,这应该是

NMEM 算法的一个不稳定的固定点．
通过收敛性分析有助于研究算法的固定点,收

敛速率用于测量固定点是否稳定．计算收敛速率的

两个流行工具是 Hessian矩阵和Jacobian矩阵．Xu
等[１３]提出了混合参数收集的高斯混合的对数似然

函数的 Hessian矩阵．Xiong等[１４]通过计算模糊cＧ
means算法的参数映射的 Hessian矩阵来执行最优

测试．Hessian矩阵的公式太复杂,无法分析收敛

性,雅可比矩阵具有与 Hessian矩阵相同的能力来判

断算法是否收敛到局部最大值．Chaomurilige等[１５]提

供了一种使用雅可比矩阵分析在GustafsonＧKessel算

法中选择模糊性参数的理论方法,已经证明,雅可

比矩阵对于收敛分析来说是一个更有效的工具,其
用于通过使无意义的固定点处的收敛速率不小于１
来选择算法的参数,但是没有关于如何使用雅可比

矩阵选择β０ 参数的 DAAEM 或 DAEM 算法的研

究,本文为 NMEM 算法的初始参数β０ 提供一个理

论参数选择方法．NMEM 算法的收敛速率是基于后

验概率的雅可比矩阵计算的,根据收敛速度分析固

定点的稳定性来获得参数β０ 的理论下限,根据该理

论下限值设定初始参数β０,实验通过将理论下限向

上舍入到最接近的十分之一来选择β０．
本文使用 DAAEM 算法来估计网络探索混合

模型参数,设计一个方法来获得基于雅可比矩阵分

析的 NMEM 算法的理论最小β０．

１　混合模型的EM 算法

我们首先描述在网络中探索性分析的混合模

型．然后推导其参数估计(EMMM)在定向网络中的

EM 算法[９]．
基于混合模型的结构检测[９]旨在通过将模型拟

合到观察的网络来推导网络中节点的分配．这里我

们专注于有向网络的混合模型,它很容易扩展到无

向或加权网络的情况．如果存在从节点i 到节点j
的边缘,则具有 N 个节点的网络由邻接矩阵A 表

示,元素Aij＝１,否则为０．假设网络的节点落入c
个社 区 并 且 模 型 参 数 被 指 定 为 三 元 组 ( gi{ } ,

πr{ } ,θri{ } ),其中隐藏变量gi 表示节点i的组分

配,πr 节点的分数在组r 中,θri是从组r 的节点到

节点i存在有向边的概率．
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模型参数 πr{ } 和 θri{ } 满足归一化条件:

∑
c

r＝１
πr ＝１,∑

N

i＝１
θri＝１．

　　假设网络的边缘由底层概率分布的混合生成．
从i到j 的每个边都是独立生成的．首先,边 ＜i,

j＞ 的开始节点i以概率πgi选择其组Gi．然后,组

Gi 中的节点i通过概率θri链接到末端节点j．观察

到的网络A 的可能性可以写为

Pr(A,g|π,θ)＝Pr(A|g,π,θ)Pr(g|π,θ)

Pr(A|π,θ)＝∏
ij

Pr(Aij|π,θ)＝

∏
i
∑
c

r＝１
πr∏

j

(θr,j)Aij[ ] (１)

　　在公式(１)中似然的对数是

M ＝logPr(A|π,θ)＝∑
i
log∑

c

r＝１
πr∏

j

(θr,j)Aij[ ]

(２)

　　我们经常使用 EM 算法通过最大化对数似然

M 来估计参数,M 的下限由等式(２)的Jesen不等

式公式来计算．标记为M．

M∑
ir
qir logπr ＋∑

j
Aijlogθrj[ ] －∑

ir
qirlogqir

(３)
式中,qir为节点i属于集群r的后验概率,满足归一

化条件 ∑
r
qir ＝１．

通过引入拉格朗日乘子以在 E步中合并约束

q,目标函数变为

M′＝M ＋λ１－∑
r
qir( ) (４)

　　令在E步中M′的导数为零,用于qir的更新方

程推导如下:

qir ＝
Pr(Ai,gi＝r|π,θ)

Pr(A”i|π,θ) ＝
πr∏jθ

Aij

∑sπs∏jθ
Aij
sj

(５)

　　通过引入拉格朗日乘数以合并归一化条件

∑
r
πr ＝１和 ∑

j
θrj ＝１,目标函数变为

MM ＝M ＋α１－∑
r
πr( ) ＋∑

j
βj １－∑

j
θrj( )

(６)

　　通过使πr 或θrj 的MM 导数在 M 步中为０,获
得模型参数的更新方程如下:

πr ＝
１
N∑

i
qir,θrj ＝

∑
i
Aijqir

∑
i
diqir

(７)

式中,di 表示节点i的偏度．
根据EM 算法的框架,混合模型的 EM 算法更

新q和π,θ由方程 (５)和(７)迭代直到算法收敛．

２　混合模型的确定性抗退火期望最

大化算法

为了分析 EM 算法在一般结构检测任务中的

混合模型的收敛性质,我们在几个小型网络上运行

EM 算法８０次后测试收敛对数似然值,包括karate
网络,dolphin网络和邻接网络．EM 算法重新启动

８０次．每个 EM 算法迭代,直到两个连续迭代之间

的对数似然的相对误差小于阈值１０－１０．测试表明,
混合模型的EM 算法总是收敛到几个局部最优．实
验结果列于表１~２中．

表１　运行EM算法８０次的测试结果

Tab．１　Resultsofrunning８０timesbyEMalgorithm

logＧlikelihood averageＧiterations times

－４９９．６５７３ ６２ ４０

－４９１．１７５８ ６６ １４

－５０１．９９４５ ３６ ２０

表２　重启后运行EM算法８０次的测试结果

Tab．２　Resultsofrunning８０timesbyEMalgorithmafterrestart

network logＧlikelihood averageＧiterations times

dolphin －１２１１．６４８６ １２６ ８０

karate －４９９．５５４８ ７７ ８０

adjacency －３５４４．６６３８ ３９７ ８０

　　确定性抗退火期望最大化(DAAEM)算法是关

于最大似然估计的一种知名算法．它不仅解决了传

统EM 算法中的局部最优问题,而且提高了收敛速

度,适用于估计混合模型的参数．作为 DAEM 算法

的框架[１０],NMEM 算法引入了对应于反温度的参

数β,传统的EM 算法是 NMEM 算法在温度β＝１
时的特殊情况,NMEM 算法引进了Eq．(５)中q 的

后验概率中的温度参数β,那被β参数化的新的后

验概率可以重写为

pir ＝
(πr∏jθ

Aij
rj )β

∑s
(πs∏jθ

Aij
sj )β

(８)

式中,１/β为相应的温度．
当后验概率已知时,使用该后验概率以与 EM

算法相同的方式来估计模型参数．算法从β＝β０ ≪１
(高温)开始,并缓慢增加β直到βmax＞１,然后减小回
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到β＝１．在最终温度下,NMEM 算法迭代直到收

敛,NMEM 算法流程如下算法２．１所示．
算法２．１　网络探索混合模型的确定性抗退火

EM 算法

初始化β＝β０ ０＜β０≪１( ) 并且设定初始参数

Θ(０)＝(π(０),θ(０));

设置 T,t＝０;

迭代直至收敛

　• EＧstep:计算估计后验概率

pir＝
(πr∏jθAij

rj )β

∑s(πs∏jθAij
sj )β (９)

　• MＧstep:计算估计 Θnew

∑
i
θrj＝

∑iAijqir

∑idiqir
(１０)

增加β
如果β≤βmax,t:＝t＋１,

返回到步骤３
降低β
迭代直至收敛

　•EＧstep:估计式(９)后验概率．
　•MＧstep:估计式(１０)θnew．
如果β⩾１,t:＝t＋１,返回到步骤６
停止程序

在３个网络中 NMEM 算法重新启动８０次．表
的标签与表１相同．

从结果中,我们发现 EM 算法收敛到的局部最

优较多,特别是当一个网络变得更复杂的时候．这表

明混合模型的 EM 算法总是收敛到许多差的局部

最大值[１６]．

３　NMEM 算法基于收敛速率的参数

选择方法

本文设计一种方法来获得基于雅可比矩阵分析

的 NMEM 算法的理论最小β０．选择参数的原则是

使聚类算法在无意义群集固定点上变得不稳定,而
一种算法的稳定性可以用它的收敛速率测量．本文

方法首先基于由JacobainMatrix提出的NMEM 算

法的收敛速率,在无意义群集固定点上计算之后的

收敛速率,当收敛速率小于１时,就可以得出一个理

论上较小的β０ 值范围．任何小于这个范围的β０值都

符合标准,可以使得 NMEM 算法避免无意义的群

集结果．
NMEM 算 法 的 分 割 矩 阵 符 合 后 加 入 概 率

pir{ } i∈ １,,N( ) ,r∈ １,,c( )( ) ,通过分割

矩阵,我们很容易判断一个群集结果是否有意义,进

而通过分割矩阵来定义两个形式化的无意义群集

结果．
无意义分区:Uπ ＝[π１,π２,,πc]T １１×N 无

意义分区,其中⊗表示克罗内克积,１表示所有１的

向量．这个分区表示所有节点属于具有相同概率πr

的聚类r(r ＝１,,c)．

绝对无意义分区:U１
c ＝

１
c

é

ë
êê

ù

û
úú
c×N

被称为绝对无

意义分区．此分区表示所有节点属于具有相同概率

的每个聚类 １
c

绝对无意义分区是无意义分区的一

种特殊况．
本文 提 供 如 何 在 直 接 网 络 事 件 中 计 算 出

NMEM 算法的收敛速率,这种计算可以很容易扩

展到间接网络中．通常有两种方法来计算收敛速率,
海森矩阵和雅可比矩阵,在海森矩阵[１７Ｇ１８]中,需要

计算出在 NMEM 算法中利用方程(７)全部模型参

数的海森矩阵．海森矩阵不同公式的参数增加了分

析收敛速度的难度．雅可比矩阵同样具有分析算法

的收敛性质的能力,而且雅可比矩阵比海森矩阵更

容易计算．Chaomurilige等[１５]已经开始使用雅可比

矩阵来计算 GK算法的收敛速率．
根据 Olver[１９]的推论,如果算法收敛到稳定的

固定点p∗ ,则在点p∗ 处的雅可比矩阵的谱半径

(或最大特征值)应当小于１．
本文使用雅可比矩阵来计算出 NMEM 算法的

收敛速率．
雅可比矩阵通项公式为

f′p∗( ) ＝
∂f αβ( ) (p)

∂p p＝p∗
(１１)

式中,{p(０),p(１),p(２),,p(n),,p(∗)}是一个

参数收敛序列．通过公式(９),可以得到雅可比矩阵．
为了得到雅可比矩阵,首先需要明确 NMEM

算法的参数映射．
通过以下方法,NMEM 算法的迭代公式可以

是映射pt＋１＝F(αβ)(p)(t) ．

p(t＋１)
ir ＝F(αβ)p(t)

ir( ) ＝　　　　　　　　

(π(t＋１)
r ∏j θ(t＋１)

rj( )Aij)
α

∑s
(π(t＋１)

s ∏j θ(t＋１)
rj( )Aij)

β
(１２)

π(t＋１)
r ＝

１
N∑

i
p(t)

ir (１３)
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θ(t＋１)
rj ＝

∑iAijp(t)
ir

∑idip(t)
ir

(１４)

{p(t),t＝０,１,,n,}是NMEM 算法的一个

收敛序列．这个序列起始于点p０,而且将会收敛到

一个点p∗ ,这个收敛点是一个固定点,也就是说

p∗ ＝F(αβ)(p∗ )．
根据雅可比矩阵在 (∂F)(αβ)(pir/∂pjs)|p＝p∗

的点上的最大特征值不小于１,我们可以得出结论:
算法不能稳定地收敛到这些无意义的点上．NMEM

算法有着一个限制,即 ∑
c

i＝１
pir ＝１,之后是pic ＝１＝

∑
c－１

i＝１
pir ．雅可比矩阵 [∂F(αβ)(pir/∂pjs)]ijrs 的容积可

表示为

(c－１)×(c－１)×N ×N ×N　　　　　　　
i,j∈ １,,N{ } ,r,s∈ １,,c－１{ }( ) ,

其 (r－１)×N＋i行和 (s－１)×N＋j列处的元素

矩阵可以由引理３．１中的统一表达式表示．
这里关注的是从理论上说明初始参数设置为相

等的情况,即α≠β,后期我们进一步讨论两个参数

不相等的情况,被加入了随机扰动的起始值．
引理３．１
当i＝１,,N ,r ＝１,,c－１且j＝１,

,N,s＝１,,c －１时,雅可比矩阵∂F(β)(p)
∂p

的

每一个要素
∂F(β)pir( )

∂pjs
都可以被以下方程式运算:

∂F β( )
ir

∂pjs
＝β×δrs

pir

Nπr
＋pir∑

N

l＝１

Ail

θrl

Ajl －djθrl

∑
N

k＝１dkpkr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷－

pir ×β×
pir

Nπs
＋pir∑

N

l＝１

Ail

θsl

Ajl －djθsl

∑
N

k＝１dkpks

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋

pir ×β×
pic

Nπc
＋pic∑

N

l＝１

Ail

θcl

Ajl －djθcl

∑
N

k＝１dkpkc

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

(１５)

δrs ＝
１,r＝s
０,r! ＝s{ ,和

∂θrl

∂pjs
＝

Ajl －djθrl

∑
N

k＝１dkpkr

为是克罗

内克delta函数．

４　实验

本文通过实验验证由 NMEM 算法提出的参数

选择方法计算的初始参数的理论下限β理论,进行

NMEM 算法的性能分析,从β０ 开始,通过向上舍入

到理论到最接近的十分之一．此外,研究收敛速度和

网络结构之间的关系．
４．１　实验集和分析

真实网络数据采用经典网络:Booksonpolitics
(美国政论著作关系网络)、Karate(Zachary空手道

俱乐部网络[１４])和Football(美国大学足球赛网络)
(数据采集参照http://www．orgnet．com/)．选用的

经典网络都有清晰的社区结构,介绍如下:Bookson
politics由４６个节点１３９条边构成,每个节点表示

一本书,每本书均为亚马逊网站出售的关于美国政

论的著作,两节点间的边表示顾客同时购买了两本

书,整个网络分成两派(两种社区),节点之间的连边

表示两本书之间关联程度．Karate由３８个节点２２０
条边组成,每个节点表示一个俱乐部的成员,两节点

之间的边表示两成员之间的社会交往关系,该俱乐

部主要分为两个社区,一个为俱乐部主管一个为校

长,因此俱乐部成员就以俱乐部主管和校长为中心

分成了两个社区．Football由１２０个节点１２２１条边

组成,每个节点表示一支队伍,两节点之间的表示连

接此边的两个队伍正在比赛,全部队伍被分为１２个

联盟,即１２个社区,与联盟内球队进行比赛的概率

大于与联盟外球队比赛的概率,测试结果见３．
表３　 真实网络上的NMEM算法的λmax,βtheoretical和β０

Tab．３　Valuesofλmax,βtheoreticalandβ０byNMEM

algorithmonrealnetwork

network λmax(B) βtheoretical β０

Polbook １３．５２７ ０．０８９１ ０．１

Risk ４．３９５７ ０．２７５ ０．３

Karate ７．５０９ ０．１６１２ ０．２

Dolphin ６．９０３ ０．１７５８ ０．２

WikiＧVote ９０．２８０９ ０．０１３２ ０．１

socSlash １１５．２５１ ０．０１２ ０．１

Web １９３．５８６ ０．００６５ ０．１

Football ８．８２１ ０．１３８ ０．２

Lesmis １１．４７８ ０．１０６ ０．１

Adjnoun ７．１７１ ０．１６８７ ０．２

　　所有算法在满足停止标准时终止:|L(θt＋１－
L(θT))|/L(θt＋１)＜τ,其中(θT)代表的对数似然值．
在第t次迭代,τ是容差参数．公差设置为１０－６．所有

测试执行１０次试验,并使用平均值．所有三种算法

的初始模型参数是随机给出的．根据文献[１１]的经
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验,NMEM 算法中的βmax被设置为１．１５．我们还测

试了不同βmax＝ {１．２,１．３,１．４,１．５}的影响．在βmax＝
１．１５时,算法总是收敛的．从１０个运行以相同的β０

开始,并且不同网络上的所有β０ 根据表３中的β０

设置．在 NMEM 算法中,将β 更新为βnew ←βlast＋
０．１,其中βnew 在当前迭代中为β,βlast在最后一次迭

代中为β．
此外,表３中的结果表明不同的网络具有不同

的βtheoretical．NMEM 算法的初始β０ 不应小于对应的

βtheoretical．表 ３ 中 最 后 一 列 的 值 β０ 大 于 对 应 的

βtheoretical,这是我们在实验中使用的初始β０．如果β理

论值＜０．１,我们将其舍入到最接近的十分之一,并
且初始β０＝０．１．
４．２　NMEM 算法的性能

为了演示具有适当β０ 的 NMEM 算法的性能,
我们执行两种测试．首先,我们调查与高于海豚,

Adjnoun,足球网的网络的理论值βtheoretical不同的初

始β０ 值的影响．其次,几种算法进行比较．
图１展示出了以高于理论下限的不同β０ 开始

的 NMEM 算法的准确度．它表明所选择的β０ 在

{０．２,０．３,０．４,０．５,０．６,０．７,０．８}中具有最佳性能．根
据我们的参数选择方法,三个网络上的算法的初始

β０ 都被选择为０．２．对于 Book网络,在所选β０＝
{０．３,０．４,０．５,０．６,０．７,０．８}处 的 与 在β０ 处 的

NMEM 算法相同的精度．这是因为 Book网络的分

类简单且易于检测．Adjnoun网络比Book网络更复

杂．在 Adjnoun网络上的β０＝{０．６,０．７,０．８,０．９}处
的精度值低于β０＝{０．２,０．３,０．４,０．５}处的精度值．
足球网络是３个网络中最复杂的,其在β０ 的算法具

有比其他β０ 更好的性能．随着初始β０ 增加,精度值

开始减小．原因是复杂网络的目标函数具有更多的

局部最大值,较大的初始β０ 使得算法容易更快地收

敛到局部最大值,因此对于复杂网络的初始β０ 值,

NMEM 算法的性能随着β０ 的增加而减小．总而言

之,根据我们的参数选择方法从选择的β０ 开始的

NMEM 算法具有更好的性能．
图１的比较结果表明,具有不同β０ 的 NMEM

算法的精度高于３个网络上的理论值．每个曲线和

误差栏分别代表１０次试验的平均精度和标准偏差．

５　结论

为了有效地探索网络的结构,使用确定性抗退

火期望最大化算法来估计混合模型的参数．根据提

图１　３个网络的准确性比较

Fig．１　Accuracycomparisonofthreenetworks

供的参数选择方法的理论下限选择初始β０,由基于

雅可比矩阵的算法的收敛速率计算．只要β０ 不小于

下限,NMEM 算法将不会收敛到定义的无意义结

果．同时,我们使用的β０ 不应该大于下限;否则算法

将更频繁地收敛到局部最优．本文实验中,β０ 是下限

被四舍五入到最接近１０的值．对合成网络和实际网

络的实验结果表明,NMEM 算法和提出的参数选

择方法是有效的,NMEM 算法的收敛速度受网络

程度的分类混合的影响．
通过参数选择任务的收敛速率分析算法以进行

网络探索,它很容易扩展到其他算法的社区发现．在
未来,我们将进一步研究初始参数设置为不相等的

情况α≠β,以及基于我们提出的方法的社区发现

的其他算法．
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