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基于通货膨胀和损失厌恶的DC养老金最优投资
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摘要:主要研究了通货膨胀和损失厌恶下的 DC养老金的最优投资问题．首先,应用伊藤公式得到

通胀折现后真实股票价格的微分方程．然后,在前景理论的框架下,考虑通胀环境下的退休时刻终

端财富期望效用最大化问题,应用鞅方法推导退休前任意时刻 DC养老金最优投资策略的显式解．
最后,应用蒙特卡洛方法对结果进行敏感度分析,分析损失厌恶对 DC 养老金最优投资策略的

影响．
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０　引言

养老基金作为退休制的一个普遍的主题而产

生,因为它有助于确保退休后的个人生活．目前存在

两种类型的养老金:确定给付(definedbenefit,DB)

型和确定缴费(definedcontribution,DC)型养老金．
DC型养老金通过建立个人账户,将缴费投资于金

融市场,实现资金的累积和增值,以满足养老金给付

需求．DC养老金计划主要受退休前经济行为的影

响,因此,DC养老金管理者希望在资金积累阶段找



到最好的投资组合．很多文献都研究了 DC养老金

的最优投资策略．Vigna和 Haberman[１]首次研究了

DC养老金的离散模型,考虑了高风险资产和低风

险资产,应用随机动态规划方法推导了 DC养老金

的最优投资策略．Boulier等[２]首次研究了常利率风

险下 DC 养老金的连续模型,考虑 CRRA 效用函

数,其模型中的终端财富需要确保退休后的个人生

活．Guan和Liang[３]同时考虑利率风险和股票波动

性,推导得到最优投资策略的明确解,使得终端财富

在年金保障下的CRRA效用最大化．
以上几篇文献都没有考虑通胀风险,由于近几

年通货膨胀对金融市场的影响越发显著,退休人员

的未来购买力受到严重影响,因此,研究 DC养老金

的最优投资策略时,有必要考虑通胀条件下的金融

市场．Battocchio和 Menoncin[４]考虑连续时间下的

DC养老金模型,研究最优资产配置,养老金管理者

需要管理工资风险和通胀风险,使得终端财富的期

望效用函数最大化．Munk和 Sorensen[５]设定目标

函数是期末效用最大化模型,投资者将资金投资于

现金、债券和股票,研究了利率风险和通胀风险对

DC养 老 金 最 优 资 产 配 置 的 影 响．最 近,Han 和

Hung[６],Yao等[７]分别在 CRRA 效用最大化和均

值方差准则下研究了带通胀风险的 DC计划．殷俊

等[８]考虑了随机利率和通胀因素,且名义利率用

CIR过程来模拟,并引入通胀指数化债券来对冲通

胀风险,随后应用随机动态规划方法,推导 CRRA
效用函数下DC养老金的最优投资策略．

上述文献研究都关注DC养老金终端财富的光

滑效用函数期望最大化,所以养老金管理者通常被

认为是终端财富严格风险厌恶．然而,不同的人对风

险的态度不同,DC养老金终端财富的效用函数并

非总是光滑的．Kahneman和 Tversky[９]首先提出了

前景理论,提出了投资组合理论中的损失厌恶效用

和扭曲概率,它可能会降低投资者的风险．Berkelaar
等[１０]首次用鞅方法推导了连续情况下,两种效用函

数下损失厌恶的最优投资策略．随后,Gomes[１１]考

虑了对应的离散模型,用鞅方法推出两种效用函数

下损失厌恶的最优投资策略．Guan和Liang[１２]研究

了损失厌恶和 VaR约束下 DC养老金的最优管理,
效用函数分别考虑用S型函数和CRRA函数,并用

敏感度分析研究了在不同的经济参数下的资产

配置．
通过上述文献分析,可以发现,通货膨胀和损失

厌恶对DC养老金投资策略有重要影响．本文在上

述模型基础上研究通货膨胀和损失厌恶对 DC养老

金的最优投资问题．通过折现的方法考虑通胀因素,
分析不同损失厌恶函数对养老金投资计划的影响,
为投资者提供一些建议．

１　构建模型

在 [０,T]内,假设金融市场是一个连续无摩擦

无套利且非自融资的完备市场．养老金计划开始于０
时刻,T ＞０表示退休时刻．类似于文献[１２],假设

市场上存在三种资产,一种无风险资产(即现金),一
种滚动债券和一种风险资产(即股票)．

定义一个完备概率空间 (Ω,F,{Ft}t∈[０,T],P),

Ft 包含市场中t时刻之前可得的信息．
无风险资产(即现金)在t时刻的价格S０(t)满

足下面的微分方程:

dS０(t)＝S０(t)r(t)dt,S０(０)＝S０ (１)

　　 这里的r(t)是随机利率,它满足 OrnsteinＧ
Uhlenbeck模型:

dr(t)＝a(b－r(t))dt－σrdWr(t),r(０)＝r０

(２)
式中,a,b,σr 是正的常数,Wr(t)是概率空间上的

一维标准布朗运动．
一个到期日为T 的零息债券在t时刻的价格

B(t,T)满足下面的微分方程,

dB(t,T)
B(t,T)＝r(t)dt＋σrA(t,T)(λrdt＋dWr(t)),

B(T,T)＝１

ü

þ

ý

ïï

ïï

(３)

式中,A(t,T)＝
１－e－a(T－t)

a
,λr 表示Wr(t)的风险

市价,σrA(t,T)表示B(t,T)的波动率．
购买一个期限为常数K 的债券,则一个期限为

常数K 的滚动债券BK(t)满足下面的随机微分

方程:

dBK(t)
BK(t)＝r(t)dt＋σrA(t,t＋K)(λrdt＋dWr(t))

(４)

　　实际上,市场上任意期限的零息债券可以通过

现金和滚动债券复制．它们的关系是

dB(t,s)
B(t,s)＝ １－

A(t,s)
A(t,s＋K)

æ

è
ç

ö

ø
÷
dS０(t)
S０(t)＋

A(t,s)
A(t,s＋K)

dBK(t)
BK(t),∀s＞t (５)
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　　最后一种资产是一种风险资产(即股票)．假设

金融市场上的股票服从如下随机微分方程:

dS′(t)
S′(t)＝r(t)dt＋σ１(λrdt＋dWr(t))＋

σ２(λSdt＋dWS(t)),S′(０)＝S１′ (６)
式中,WS(t)是完备概率空间上的一维标准布朗运

动,它和 Wr(t)独立;λS 是 WS(t)的市场风险价

格,它表示承担股票风险的收益．
考虑通货膨胀率为定义在 (Ω,F,{Ft}t∈[０,T],P)

上的可测适应过程,满足下面的随机微分方程[１３]:

dP(t)
P(t)＝μπdt＋σP１dWr(t)＋σP２dWS(t),

P(０)＝１

ü

þ

ý

ïï

ïï

(７)
式中,μπ 为预期即期通货膨胀率;σP ＝(σP１,σP２)′
为通胀波动率矩阵,它们均为 [０,T]×Ω上可测、一
致有界的过程．

利用通货膨胀率对股票价格进行折算,得到折

现后的真实股票价格为

S(t)＝
S′(t)
P(t)．

然后应用伊藤公式,得到S(t)满足如下微分方程:

dS(t)
S(t)＝μ(t)dt＋(σ１－σP１)dWr(t)＋

(σ２－σP２)dWS(t) (８)
式中,μ(t)＝r(t)＋σ１λr ＋σ２λS －μπ －σ１σP１ －
σ２σP２ ＋σ２

P１ ＋σ２
P２ ．

由于养老金管理者会从缴费者那里持续获得缴

费,这种缴费会不断增加养老金账户的财富．养老金

管理者在研究最优投资策略时,应该考虑从缴费者

那里得到的缴费．员工的工资常常和金融市场有关,
因此这里考虑一个随机缴费率．假设缴费率满足如

下随机过程

dC(t)
C(t)＝μcdt＋σC１dWr(t)＋σC２dWS(t),

C(０)＝C０

ü

þ

ý

ïï

ïï

(９)

式中,μc,σC１,σC２ 和C０ 均是正常数．当σC１ ＝σC２

时,这时缴费率是有界确定的．
假设养老金账户的初始资金为X０,养老金管理

者可以通过在金融市场上投资来避免风险．假设市

场上不存在交易成本和税收,短期购买也是允许的．
分别用u０(t),uB(t)和uS(t)来表示投资于现金账

户、债券和股票的资金,那么养老基金的财富X(t)
满足

dX(t)＝u０(t)dS０(t)
S０(t)＋uB(t)dBK(t)

BK(t)＋

uS(t)dS(t)
S(t)＋C(t)dt (１０)

　　将方程(１),(４)和(８)带入上面的微分方程,由
X(t)＝u０(t)＋uB(t)＋uS(t),可以推出财富的明

确表达式为

dX(t)＝r(t)X(t)dt＋　　　　　　　　　
uB(t)σrA(t,t＋K)(λrdt＋dWr(t))＋
uS(t)(σ１λr ＋σ２λS －μπ－σ１σP１ －
σ２σP２ ＋σ２

P１ ＋σ２
P２)dt＋

uS(t)(σ１－σP１)dWr(t)＋
uS(t)(σ２－σP２)dWS(t)＋C(t)dt,

X(０)＝X０ ≥０
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(１１)

２　损失厌恶下的最优投资策略

２．１　损失厌恶的形式

Kahneman和 Tversky[９]首先提出了前 景 理

论,提出了投资组合理论中的损失厌恶效用和扭曲

概率,它可能会降低投资者的风险,其中的损失厌恶

效用是很重要的发现．他们认为,人们经常做的投资

决定和参考点有关,对于不同的人,参考点可能不

同．终端财富在参考点以上即为收益,在参考点以下

即为损失．人们对收益和损失经常表现出不同的行

为．实际上,大多数人对损失比对收益更加敏感．他
们的想法基于如下效用函数:

U(X(T))＝
－A (θ－X(T))γ１ ,X(T)≤θ;

B (X(T)－θ)γ２ ,X(T)＞θ{
(１２)

式中,A,B 为正常数,０＜γ１ ≤１,０＜γ２ ＜１．
效用函数(１２)表明,投资者对于收益持风险厌

恶态度,而对于损失持风险喜好态度．应用该损失厌

恶效用函数前需要提前选择参考点θ．在 DC养老

基金中,参考点θ可以是养老基金的缴费率或初始

财富．由(１２)可知,终端财富值小于θ 时,效用函数

图像是凸的;终端财富值大于θ时,效用函数图像是

凹的．
２．２　损失厌恶约束下的解

令u(t)＝(uB(t),uS(t)),如果方程(１１)存在

唯一解,且u(t)关于 Ft{ }t∈[０,T] 渐近可测,则称

u(t)是可采纳策略,养老金管理者的目标是,寻找

最优投资策略u∗ (t)满足损失厌恶效用函数的期
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望最大化条件,即

max
u(􀅰)

E[U(X(T))]

s．t．　(X(t),u(t))满足式(１２) (１３)

　　为了求解问题(１３),先来介绍完备市场的定价

核．给定随机变量的价格可以通过乘以定价核得到,
由参考文献[１０]的式(７),利用式(３),(８)可得,定价

核 H(t)满足如下微分方程:

dH(t)
H(t)＝－r(t)dt－λrdWr(t)－　　　　　　

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)dWS(t),H(０)＝１(１４)

　　在完备市场上可以利用鞅方法来求解最优投资

组合选择问题．基于文献[１４],问题(１３)可以转化成

带预算约束的等价问题,即

max
X(T)

E[U(X(T))]

s．t．　
E H(T)X(T)－∫

T

０
H(s)C(s)ds[ ] ≤X(０),

X(T)≥０{
(１５)

　　预算约束的推导基于方程(１１),由完备市场可

得,该约束等价于方程(１１)．问题(１５)中的预算约束

的经济解释为:在 DC养老金中,账户资金有两个

来源,即初始财富和缴费．
命题２．１　损失厌恶效用下的最优终端财富为

X∗,λ∗ (T)＝
θ＋

λ∗H(T)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１,H(T)＜ H;

０,H(T)≥ H

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１６)
式中,H 满足f(H)＝０,

f(x)＝B(１－γ２)
Bγ２

λ∗x
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ２

１－γ２

＋Aθγ１ －λ∗θx;

λ∗ ＞０是一个关于预算约束的拉格朗日乘子,它满

足

E H(T)X∗,λ∗ (T)－∫
T

０
H(s)C(s)ds[ ] ＝X(０)．

命题２．１的证明见附录．命题２．１中,最优终端

财富分成两个部分:定价核较小时,财富类似于光

滑CRRA 效用;定价核较大时,财富跌至零．实际

上,光滑效用的最优终端财富是关于定价核的递减

函数．定价核很小时,光滑效用的最优终端财富始终

在θ上面,此时,损失厌恶下的最优财富等于光滑效

用的最优财富．然而,定价核相对较大时,最优财富

小于参考点θ,风险态度表现为风险喜好,此时的最

优财富等于０．
命题２．２　损失厌恶下 DC养老金管理者在时

间t(０≤t＜T)的最优财富为

X∗,λ∗ (t)＝
１

H(t)E H(T)X∗,λ∗ (T)Ft[ ] －

∫
T

t
E H(s)

H(t)C(s)Ft
é

ë
êê

ù

û
úúds＝

(θexp
１
２VarNt{ }＋E Nt{ }

é

ë
êê

ù

û
úúΦ(d１(H))＋

λ∗H(t)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

exp( γ２
２

２(γ２－１)２VarNt{ }＋

γ２

γ２－１E Nt{ } )Φ(d２(H)))－

∫
T

t
C(t)exp[ (μc －

１
２σ

２
C１ －

１
２σ

２
C２ －

１
２λ

２
r －

１
２

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

) (s－t)] 􀅰

expE Q(t,s){ }＋
１
２VarQ(t,s){ }

é

ë
êê

ù

û
úúds (１７)

式中,Φ(􀅰)表示标准正态变量的累积分布函数,且

Nt＝－∫
T

t
r(s)ds－

１
２λ

２
r(T－t)－　　　　

１
２

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

(T－t)－

λr[Wr(T)－Wr(t)]－

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)[WS(T)－WS(t)],

E Nt{ }＝－(r(t)－b)１－exp(－a(T－t))
a －

b(T－t)－
１
２ λ２

r ＋(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

é

ë
êê

ù

û
úú (T－t),

VarNt{ }＝
σ２

r

a２ [ (T－t)＋
２exp(－a(T－t))

a －

exp(－２a(T－t))
２a －

３
２a] ＋

λ２
r ＋(λS ＋

σ２
P１ ＋σ２

P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

é

ë
êê

ù

û
úú (T－t)－

２
λr

a
(σr(T－t)－σrA(t,T)),

d１(H)＝
ln H

H(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷－E Nt{ }－VarNt{ }

VarNt{ }
,

d２(H)＝
ln H

H(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷－E Nt{ }－

γ２

γ２－１VarNt{ }

VarNt{ }
,
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C(s)＝C(t)exp[ (μc －
１
２σ

２
C１ －

１
２σ

２
C２ ) (s－t)＋

σC１(Wr(s)－Wr(t))＋σC２(WS(s)－WS(t))] ,

E Q(t,s){ }＝　　　　　　　　　　　　　　　　

－(r(t)－b)１－exp(－a(s－t))
a －b(s－t),

VarQ(t,s){ }＝∫
s

t
σ２

rA (u,s)２du＋

(σC１ －λr)２(s－t)＋

σC２ －λS －
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(s－t)＋

２(σC１ －λr)∫
s

t
σrA(u,s)du,

　　 ∀S ≥t．
　　命题２．３　投资于债券和股票的最优资金分

别为

uB
∗ (t)＝－

∂G(t,r(t),H(t))
∂r(t)

１
A(t,t＋K)－

λr
∂G(t,r(t),H(t))

∂H(t)
H(t)

σrA(t,t＋k)＋

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)∂G(t,r(t),H(t))
∂H(t) 􀅰

(σ１－σP１)H(t)
(σ２－σP２)σrA(t,t＋K)－

F１(t)
σrA(t,t＋K)＋

(σ１－σP１)F２(t)
(σ２－σP２)σrA(t,t＋K),

uS
∗ (t)＝－(λS ＋

σ２
P１ ＋σ２

P２ －μπ

σ２－σP２

)􀅰

∂G(t,r(t),H(t))
∂H(t)

H(t)
σ２－σP２

－
F２(t)

σ２－σP２

(１８)

式中,

∂G(t,r(t),H(t))
∂H(t) ＝－

θ
H(t) VarNt{ }

􀅰

exp
１
２VarNt{ }＋E Nt{ }

é

ë
êê

ù

û
úúφ(d１(H))＋

１
(γ２－１)H(t)

λ∗H(t)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

􀅰

exp
γ２

２

２(γ２－１)２VarNt{ }＋
γ２

γ２－１E Nt{ }
æ

è
ç

ö

ø
÷Φ(d２(H))－

１
H(t) VarNt{ }

λ∗H(t)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

􀅰

exp
γ２

２

２(γ２－１)２VarNt{ }＋
γ２

γ２－１E Nt{ }
æ

è
ç

ö

ø
÷φ(d２(H))

(１９)

∂G(t,r(t),H(t))
∂r(t) ＝

－θA(t,T)exp
１
２VarNt{ }＋E Nt{ }

é

ë
êê

ù

û
úúΦ(d１(H))＋

θ A(t,T)

VarNt{ }
exp

１
２VarNt{ }＋E Nt{ }

é

ë
êê

ù

û
úúφ(d１(H))－

γ２A(t,T)
γ２－１

λ∗H(t)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

􀅰

exp( γ２
２

２(γ２－１)２VarNt{ }＋
γ２

γ２－１E
{Nt})Φ(d２(H))＋

A(t,T)

VarNt{ }

λ∗H(t)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

􀅰

exp
γ２

２

２(γ２－１)２VarNt{ }＋
γ２

γ２－１E Nt{ }
æ

è
ç

ö

ø
÷φ(d２(H))

(２０)
式中,φ(􀅰)表 示 标 准 正 态 密 度 函 数,φ(x)＝
１
２π

exp(－
x２

２
),且

F１(t)＝σC１F(t,T)＋∫
T

t
D(t,s)σrA(t,s)ds,

F２(t)＝σC２F(t,T)．
　　命题２．２,２．３的证明见附录．

３　敏感度分析

为了更好地说明损失厌恶水平对最优投资策略

的影响,这里考虑一个确定的通货膨胀率．由于缴费

率通常在初始时期是固定的,这里考虑一个确定的

缴 费 率,并 且 应 用 蒙 特 卡 洛 方 法 (MonteＧCarlo
method,MCM)来找到现金、债券和股票的最优平

均比例．
假设模型中使用的参数值如下,这些参数设定

参考文献[１２,１５]中的数值应用:

a＝０．２;b＝０．０２;σr ＝０．０２;r０＝０．０４;

A＝２．２５;B＝１;K ＝２０;T＝４０;

λr ＝０．１５;λS ＝０．２;σ１＝０．２;σ２＝０．４;C０＝０．１５;

μc ＝０．０２;σC１ ＝σC２ ＝０;X０＝１;

μπ＝０．０６;σP１ ＝０．２;σP２ ＝０．２．
　　图１给出了不同损失厌恶函数下的最优投资

策略．
在图１(a)中,养老金管理者在积累阶段把大约

２的资金投资于股票,股票所占比例开始于８,然后

比例随时间慢慢减少．债券的最优比例从５降低到

约２．为了终端财富的损失厌恶效用最大化,养老金

４２４ 中国科学技术大学学报 第４８卷



图１　不同损失厌恶函数下的最优投资策略

Fig．１　Theoptimalinvestmentstrategyunderdifferentlossaversionfunctions

管理者总是保持资金的一个空头头寸,它从－１２慢

慢增加到－２．
在图１(b)中,养老金管理者不确定终端财富能

否高于θ＝１００．此外,由于参考点不够高,养老金管

理者可以在一些情况下实现终端财富高于１００．因
此,管理人对资产投资有复杂的行为．由于初始时期

投资风险高,风险规避特性导致债券中的资金开始

于高比例,约为１．３．然而,账户中的资金增加,从而

债券的比例减少,接近退休时,养老金管理者在某些

情况下获取高于１００的财富,从而分配于现金的资

金更多,分配于股票和债券的资金更少．
在图１(c)中,参考点θ＝１０００,实际上,养老金

管理者很难得到高于１０００的财富,所以养老金管理

者几乎是一个风险厌恶的投资者．因此,养老金管理

者将大量比例的资金投资于债券,使得其在退休时

从１．１降到０．２;分配于现金账户的资金从－０．２增

长至０．６;股票所占比例基本保持稳定．
另外,我们也关心风险厌恶γ２ 对最优投资策略

的影响．图１(d)给出了γ２＝０．５的情况,和图１(b)相

比,γ２ 增加,这种情况下养老金管理者表现为较少

风险厌恶．因此,养老金管理者持有更高比例的

股票．

４　结论

本文考虑通货膨胀服从随机微分方程,DC型

养老金管理者对损失持厌恶态度,应用鞅方法得到

DC养老金退休时刻的最优终端财富以及退休前任

意时刻投资于债券、股票的最优投资策略．最后,固
定通货膨胀率,缴费率等参数,对不同损失厌恶函数

下的退休前任意时刻最优投资策略进行敏感度分

析,可以看出,风险厌恶的投资者投资于股票的资金

更多．然而,在退休时,损失厌恶投资者持有更多地

低风险资产．
我们通过分析各参数对DC型养老金计划最优

资产配置的影响,为 DC型养老金计划投资者提供

更有效的策略．本文选取损失厌恶函数的参考点固

定,接下来可以考虑参考点不定情况．此外,本文模

型还可以在其他方面进行拓展,比如风险资产还可
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以考虑通胀指数化债券等．
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附录
A１　命题２．１证明

我们可以用拉格朗日对偶理论来求解问题(１５)．首先定义问题(１５)的拉格朗日算子:

L(X(T),λ)＝E[U(X(T))]－λE[H(T)X(T)]＋λX(０)＋λE∫
T

０
H(s)C(s)ds[ ] (A１)

那么,问题(１５)等价于

inf
λ≥０

sup
X(T)

L(X(T),λ),

X(T)≥０ } (A２)

　　先固定拉格朗日乘子,即求解以下问题:
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sup
X(T)

L(X(T),λ),

X(T)≥０ } (A３)

　　问题(A３)为点态问题,可以求出显式解．然后,可以得到关于λ 的最优化问题:

inf
λ≥０

L(X∗,λ(T),λ) (A４)

　　由于以上问题是关于X(T)的最优化问题,可以忽略和X(T)无关的的部分,以上问题可以简化为固

定λ 的问题:

max
X(T)

E[U(X(T))]－λE[H(T)X(T)]{ } ,

X(T)≥０ } (A５)

　　令U１(x)＝－A (θ－x)γ１,U２(x)＝B (x－θ)γ２ ．
当U(x)＝U２(x)时,问题(A４)是一个凹的最优化问题,其解为

X∗,λ
２ (T)＝θ＋

λ∗H(T)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

．

　　当U(x)＝U１(x)时,问题(A５)是一个凸的最优化问题,其解为X∗,λ
１ (T)＝０或θ ．

现在来比较X∗,λ
２ (T)与X∗,λ

１ (T)从而确定全局最优值．令

f(H(T))＝U(X∗,λ
２ )－λH(T)X∗,λ

２ －[U(X∗,λ
１ )－λH(T)X∗,λ

１ ]＞０,
那么,X∗,λ

２ (T)就是最优解．

当X∗,λ
１ (T)＝θ时,f(H(T))＝B(１－γ２)

Bγ２

λH(T)
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ２

１－γ２

＞０恒成立．因此X∗,λ
１ (T)＝θ不可能是最优

解．

当X∗,λ
１ (T)＝０时,f(H(T))＝B(１－γ２)

Bγ２

λH(T)
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ２

１－γ２

＋Aθγ１ －λθH(T)．

显然,H(T)＜
A
λθγ１－１ 时,f(H(T))＞０．另外, lim

H(T)→＋¥
f(H(T))＝－¥,f′(H(T))＜０,因此,可以推

断出方程f(H(T))＝０在区间 (A
λθγ１－１,＋¥)内存在唯一解．我们假设这个唯一解为H ．由于f(H(T))是

严格递减函数,所以 H(T)≥H 时,f(H(T))≤０;H(T)＜H 时,f(H(T))＞０．因此问题(A５)的最优

解为

X∗,λ(T)＝
θ＋

λ∗H(T)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１,H(T)＜ H;

０,H(T)≥ H

ì

î

í

ï
ï

ïï

(A６)

X∗,λ(T)也是问题(A３)的解．下面求λ∗ ．最优对 (X∗,λ∗ (T),λ∗ )满足对偶理论中的互补松弛条件:

λ∗E θ＋
λ∗H(T)

Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１æ

è
ç

ö

ø
÷ H(T)１{H(T)＜H}－∫

T

０
H(s)C(s)dsé

ë
êê

ù

û
úú＝λ∗X(０) (A７)

　　当λ∗ ＝０时,预算约束不起作用．由于０＜γ２ ＜１,由(A６)可得,X∗,λ∗ (T)＝＋¥,H＝＋¥,这种情况是

不现实的．
当λ∗ ＞０时,预算约束有效．此时最优对 (X∗,λ∗ (T),λ∗ )满足条件:

E θ＋
λ∗H(T)

Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１æ

è
ç

ö

ø
÷ H(T)１{H(T)＜H}－∫

T

０
H(s)C(s)dsé

ë
êê

ù

û
úú＝X(０) (A８)

(A８)的解即为最优拉格朗日乘子．
因此,X∗,λ∗ (T)为问题(１３)的解．
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A２　命题２．２证明

由于市场完备,终端财富(１４)在t时刻的最优财富为

X∗,λ∗ (t)＝
１

H(t)E H(T)X∗,λ∗ (T)Lt[ ] －∫
T

t
E H(s)

H(t)C(s)Lt
é

ë
êê

ù

û
úúds (A９)

　　(A９)中第一部分是X∗,λ∗ (T)在t时刻的风险中性价格;第二部分表示从t到T 时间内累积缴费的财

富值．

① １
H(t)E H(T)X∗,λ∗ (T)Lt[ ] ＝

１
H(t)E H(T)θ１{H(T)＜H} Lt[ ] ＋

１
H(t)E H(T)λ∗H(T)

Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

１{H(T)＜H} Lt
é

ë
êê

ù

û
úú ．

由式(２)可得,r(t)＝(r０－b)exp(－at)＋b－σrexp(－at)×∫
t

０
exp(as)dWr(s),那么,

∫
T

t
r(s)ds＝∫

T

t
(r(t)－b)exp(－a(s－t))＋b－σrexp(－as)×∫

t

０
exp(au)dWr(u)[ ]ds＝

(r(t)－b)１－exp(－a(T－t))
a ＋b(T－t)－σr∫

T

t
exp(－as)∫

s

t
exp(au)dWr(u)ds＝

(r(t)－b)１－exp(－a(T－t))
a ＋b(T－t)－σr∫

T

t

１－exp(－a(T－s))
a dWr(s)＝

(r(t)－b)１－exp(－a(T－t))
a ＋b(T－t)－∫

t

０
σrA(s,T)dWr(s)．

另外,∫
T

t
r(s)ds是一个正态分布随机变量,即

∫
T

t
r(s)ds~N ( (r(t)－b)１－exp(－a(T－t))

a ＋b(T－t),　　　　　　　　　　　　

　　
σ２

r

a２
[(T－t)＋

２exp(－a(T－t))
a －

exp(－２a(T－t))
２a －

３
２a

]) ．
　　由定价核 H(t)的微分方程(１４)可得,H(T)＝H(t)exp(Nt),其中,

Nt＝－∫
T

t
r(s)ds－

１
２λ

２
r(T－t)－

１
２

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

(T－t)－

λr[Wr(T)－Wr(t)]－(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)[WS(T)－WS(t)],

所以Nt 也是一个正态分布随机变量,且

E Nt{ }＝－(r(t)－b)１－exp(－a(T－t))
a －b(T－t)－

１
２ λ２

r ＋(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

é

ë
êê

ù

û
úú (T－t),

VarNt{ }＝
σ２

r

a２
(T－t)＋

２exp(－a(T－t))
a －

exp(－２a(T－t))
２a －

３
２a

é

ë
êê

ù

û
úú＋　　　　　　　　

λ２
r ＋(λS ＋

σ２
P１ ＋σ２

P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

é

ë
êê

ù

û
úú (T－t)－２

λr

a
(σr(T－t)－σrA(t,T)),

因此,
E θH(T)１{H(T)＜H} Lt[ ] ＝θH(t)E exp(Nt)１ Nt＜ln H

H(t)( ){ }[ ] ＝

θH(t)∫
ln H

H(t)( )

－¥
exp －

(x－E Nt{ } )２

２VarNt{ }

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

ex

２πVarNt{ }
dx＝

θH(t)

２π∫
ln( H

H(t))－E{Nt}－Var{Nt}

Var{Nt}

－¥
exp－

y２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷expE Nt{ }＋

１
２VarNt{ }

æ

è
ç

ö

ø
÷dy＝
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θH(t)expE Nt{ }＋
１
２VarNt{ }

æ

è
ç

ö

ø
÷Φ

ln H
H(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷－E Nt{ }－VarNt{ }

VarNt{ }

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
．

同理,得

１
H(t)E H(T)λ∗H(T)

Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

１{H(T)＜H} Lt
é

ë
êê

ù

û
úú＝

λ∗H(t)
Bγ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
γ２－１

exp
γ２

２

２(γ２－１)２VarNt{ }＋
γ２

γ２－１E Nt{ }
æ

è
ç

ö

ø
÷Φ(d２(H)),

式中,d２(H)＝
ln H

H(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷－E Nt{ }－

γ２

γ２－１VarNt{ }

VarNt{ }
．

②由方程(９)可得

C(s)＝C(t)exp μc －
１
２σC１ －

１
２σC２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (s－t)é

ë
êê

ù

û
úú＋σC１(Wr(s)－Wr(t))＋σC２(WS(s)－WS(t)),∀s≥t．

因此,

E H(s)
H(t)C(s)Lt

é

ë
êê

ù

û
úú＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

E C(t)exp μc －
１
２σ

２
C１ －

１
２σ

２
C２ －

１
２λ

２
r －

１
２

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (s－t)æ

è
ç

ö

ø
÷exp(Q(t,s))é

ë
êê

ù

û
úú＝

C(t)exp μc －
１
２σ

２
C１ －

１
２σ

２
C２ －

１
２λ

２
r －

１
２

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (s－t)é

ë
êê

ù

û
úú×

expE Q(t,s){ }＋
１
２VarQ(t,s){ }

é

ë
êê

ù

û
úú ,

式中,

Q(t,s)＝－∫
t

s
r(u)du＋(σC１ －λr)[Wr(s)－Wr(t)]＋　　　　　

(σC２ －λS －
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)[WS(s)－WS(t)]．

　　Q(t,s)也是一个正态分布随机变量,且,

E Q(t,s){ }＝－(r(t)－b)１－exp(－a(s－t))
a －b(s－t),

VarQ(t,s){ }＝∫
s

t
σ２

rA (u,s)２du＋(σC１ －λr)２(s－t)＋　　　　　　　　　　　

σC２ －λS －
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(s－t)＋２(σC１ －λr)∫
s

t
σrA(u,s)du．

　　令D(t,s)＝E H(s)
H(t)C(s)Lt

é

ë
êê

ù

û
úú ,那么D(t,s)满足下面的倒向随机微分方程:

dD(t,s)
D(t,s)＝r(t)dt＋(σC１ ＋σrA(t,s))[λrdt＋dWr(t)]＋

　　　　　σC２ (λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)dt＋dWS(t)é

ë
êê

ù

û
úú ,

D(s,s)＝C(s),s≥t

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(A９)

　　令F(t,T)＝∫
T

t
D(t,s)ds,F(t,T)也满足如下倒向随机微分方程:
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dF(t,T)＝－C(t)dt＋r(t)F(t,T)dt＋F１(t)[λrdt＋dWr(t)]＋

　　　　　F２(t)(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)dt＋dWS(t)é

ë
êê

ù

û
úú ,

F(T,T)＝０

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

(A１０)

其中,F１(t)＝σC１F(t,T)＋∫
T

t
D(t,s)σrA(t,s)ds,F２(t)＝σC２F(t,T)．

　　综上,命题２．２得证．
A３　命题２．３证明

比较X∗,λ∗ (t)的微分形式和方程(１１),可以得到最优投资策略．

令G(t,r(t),H(t))＝
１

H(t)E H(T)X∗,λ∗ (T)Lt[ ] ,那么,

dX∗,λ∗ (t)＝dG(t,r(t),H(t))－dF(t,T)．
　　根据方程(２),(１４)和(A１０),dX∗,λ∗ (t)的显式形式为

dX∗,λ∗ (t)＝□dt－ σr
∂G(t,r(t),H(t))

∂r(t) ＋λr
∂G(t,r(t),H(t))

∂H(t) H(t)＋F１(t)é

ë
êê

ù

û
úúdWr(t)－

(λS ＋
σ２

P１ ＋σ２
P２ －μπ

σ２－σP２

)∂G(t,r(t),H(t))
∂H(t) H(t)＋F２(t)é

ë
êê

ù

û
úúdWS(t) (A１１)

式中,□ 表示某些和推导最优投资策略无关的函数．我们可以通过单独比较扩散部分的系数得到最优投资

策略,所以只需计算dX∗,λ∗ (t)的扩散部分的显式形式．比较式(A１１)和方程(１１),即可得式(１８)．证毕．
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