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０　引言

本文主要研究下面二维 NavierＧStokes方程的

Cauchy问题:

Ətu１－μ１１Əxxu１－μ１２Əyyu１＋u􀅰∇u１＋Əxπ＝０,

Ətu２－μ２１Əxxu２－μ２２Əyyu２＋u􀅰∇u２＋Əyπ＝０,

∇􀅰u＝０,

u(x,y,０)＝u０
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(１)

式中,未知函数u＝(u１(x,y;t),u２(x,y;t))和π
分别 表 示 流 体 的 速 度 和 压 力,u０ 是 初 速 度．

μij(i,j＝１,２)≥０为流体的动力学粘性系数．
基于其在物理和数学以及其他相关科学领域的

重要性,近一个多世纪以来,NavierＧStokes方程的

理论和应用研究一直是非线性偏微分方程领域中最

重要的前沿问题之一．当空间维数为２时,众所周

知,经 典 的 不 可 压 缩 的 NavierＧStokes 方 程 的

Cauchy问题存在唯一的整体光滑解．但当维数大于



等于３时,然而 NavierＧStokes方程在大的初值条件

下是否存在整体经典解依然是一个非常大的公开

问题[１Ｇ２]．
在开 创 性 的 文 章 中,Leray[３] 首 次 提 出 了

n(n ＞２)维 NavierＧStokes方程解的长时间衰减问

题．利用Fourier分解方法,Schonbek[４]肯定地回答

了这一问题并分别证明了其解在L２ 范数下的代数

衰减速率为

‖u(t)‖L２ ≤C(１＋t)－
n
４

以及二维 NavierＧStokes方程高阶导数的最优代数

衰减性

‖∇mu(t)‖L２ ≤C(１＋t)－
m＋１
２ ,m ＞０,t＞１．

之后,利用不同的方法,文献[５Ｇ８]先后进一步证明

了 NavierＧStokes方程具有更加丰富的最优代数衰

减速率．关于 NavierＧStokes方程在不同空间范数的

衰减性质可以参考文献[９Ｇ１８]．
需要指出的是,上述研究工作都强烈地依赖于

流体的Laplace耗散性以及由Stokes算子生成解析

半群的LpＧLq 衰减估计．然而对一些具有各向异性

的不可压缩流体而言,比如当μ１１＝μ２２＝０,μ１２ ＞０,

μ２１ ＞０时,即方程(１)变为(为了方便不妨令μ２１ ＝

μ１２＝１)

Ətu１－Əyyu１＋u􀅰∇u１＋Əxπ＝０,

Ətu２－Əxxu２＋u􀅰∇u２＋Əyπ＝０,

∇􀅰u＝０,

u(x,０)＝u０
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(２)

　　我们无法直接再利用上述文章中使用的方法来

研究(２)的时间衰减性,至今也没有发现在这一方面

有相关的时间衰减性结果．例如一方面我们无法直

接利用Fourier分解方法通过耗散项把区域分成一

个圆盘和圆盘的外部,从而来刻画解在 Fourier变

换下的低频效应．另一方面方程(２)的线性问题显然

已经没有了经典热方程那样的LpＧLq 估计,我们无

法利用积分方程基于经典的线性热传导方程LpＧLq

估计的能量分析方法来得到解的衰减性．为了克服

这一新的困难,我们基于方程(２)特殊的部分耗散结

构,通过进一步发展 Fourier分解方程并结合有限

能量解的一致估计和迭代方法,成功得到了二维

NavierＧStokes方程解及其高阶导数的最优代数衰

减性,具体来说,本文我们将证明下面的结果．
定理０．１　设u０ ∈L１(R２)∩ Hs(R２),s＞０

且 ∇􀅰u０＝０．方程(２)存在唯一的强解u(x,y;t)∈

C((０,T];Hs)对于任意的T ＞０且满足

‖∇su‖２
L２ ≤C(１＋t)－(s＋１),t＞０ (３)

　　注０．１　定理０．１的衰减结果和线性热方程的

衰减速率一致,因而是最优的．

１　几个引理

首先,我们给出几个约定:分数阶拉普拉斯算子

Λα,Λ ＝ (－Δ)１
２ 表示 Zygmund算子,其是通过

Fourier变换定义的,即

Λαf
︵(ξ)＝|ξ|αf̂(ξ),f̂(ξ)＝

１
(２π)２∫R２

e－ix􀅰ξf(x)dx

(４)
另外,本文中C 只与初始值有关,与时间t无关．

我们再给出几个在本文中重要的引理．
引理１．１　假设s∈R,divu＝０,那么有

∫∫R２
(－Əyyu１Λ２su１－Əxxu２Λ２su２)dxdy ≥

１
２‖Λ１＋su‖２

L２ (５)

　　 引理１．２[６]　假设u０ ∈Hs(R２)且 ∇􀅰u０＝０．
如果u 是方程(２)的强解,那么u 满足下面的先验

估计:

‖u(t)‖２
L２ ＋∫

t

０
‖∇u‖２

L２dτ≤ ‖u０‖２
L２ (６)

‖∇u(t)‖２
L２ ＋∫

t

０
‖Δu‖２

L２dτ≤ ‖∇u０‖２
L２

(７)
和

‖Λsu(t)‖２
L２ ＋∫

t

０
‖Λs＋１u‖２

L２dτ≤

C‖Λsu０‖２
L２,s≥２ (８)

　　证明　为了证明式(６),只需要对方程(２)两边

同时与u做内积,然后分部积分并利用引理１．１在s＝
０的情形即可得到式(６)．为了证明式(７)和(８),我们

只需要证明式(８)对任意s＞０成立即可．对方程(２)
两边同时与 (－Δ)su 做内积,得到

１
２

d
dt‖Λsu(t)‖２

L２ ＋
１
２‖Λs＋１u(t)‖２

L２ ＝

－∫R２
(u􀅰∇u)(－Δ)sudxdy 􀰛RHS (９)

　　这里我们使用了基于引理１．１得到的不等式

∫∫R２
(－Əyyu１(－Δ)suu１－Əxxu２(－Δ)suu２)dxdy ≥

１
２‖Λ１＋su‖２

L２．
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　　利用 Hölder不等式和 GagliardoＧNirenberg不

等式,有

|RHS|≤∫R２
Λs(u􀅰∇u)Λsudxdy ≤ 　　　

C‖Λs(u 􀱋u)‖L２‖Λs＋１u‖L２ ≤

C‖Λsu‖２
L４‖u‖２

L４ ＋
１
８‖Λs＋１u‖２

L２ ≤

C‖Λsu‖L２‖Λs＋１u‖L２‖∇u‖L２‖u‖L２ ＋
１
８‖Λs＋１u‖２

L２ ≤C‖Λsu‖２
L２ ＋

１
４‖Λs＋１u‖２

L２．

　　把RHS代入并利用Gronwall不等式和(６),就
得到

‖Λsu(t)‖２
L２ ＋∫

t

０
‖Λs＋１u‖２

L２dτ≤C(u０)‖Λsu０‖２
L２．

　　这样完成了引理１．２的证明．
引理１．３　假设u是方程(２)的强解,并且u０ ∈

L１(R２)∩L２(R２)．那么

|û(ξ,t)|２ ≤C＋C|ξ|２∫
t

０
‖u‖２

L２dτ( )
２

．

　　证明　对方程(２)两边直接进行 Fourier变

换,有

û１(t)＋|ξ２|２û１＝F[－u􀅰∇u１－Əxπ]＝G１(ξ,t),

û２(t)＋|ξ１|２û２＝F[－u􀅰∇u２－Əyπ]＝G２(ξ,t)}
(１０)

　　现在估计Gi(ξ,t),i＝１,２．
|F[－(u􀅰∇)u１]|＝|F[div(u 􀱋u１)]|≤

∑
２

i,j＝１∫R２
|uiu１j||ξj|dxdy ≤|ξ|‖u‖２

L２,

|F[－(u􀅰∇)u２]|＝|F[div(u 􀱋u２)]|≤

∑
２

i,j＝１∫R２
|uiu１j||ξj|dxdy ≤|ξ|‖u‖２

L２．

　　对方程(１)两边同时取散度,有
Δπ＝－Əkl(ukul),

即

π＝(－Δ)－１Əkl(ukul),

　　利用Fourier变换,

F[Əxπ]＝iξ１|ξ|－２ξkξlF[－ukul],
因此

|F[Əxπ]|≤|ξ|‖u‖２
L２．

同样的

|F[Əyπ]|≤|ξ|‖u‖２
L２．

这样我们就估计G１,G２ 为

|Gi(ξ,t)|≤C|ξ|‖u‖２
L２,i＝１,２．

　　本质上(１０)是一个关于ξ的常微分方程组,利

用常数变易公式,我们得到

|û１(ξ,t)|＝|û１(ξ,０)e－|ξ２|２t|＋

C|ξ|∫
t

０
‖u‖２

L２dτ,

|û２(ξ,t)|＝|û２(ξ,０)e－|ξ１|２t|＋

C|ξ|∫
t

０
‖u‖２

L２dτ．

　　因为u０ ∈L１,所以

|û０(ξ)|≤ ‖u０‖L１ ≤C,

　　这样就得到

|û(ξ,t)|２ ≤C＋C|ξ|２∫
t

０
‖u‖２

L２dτ( )
２

．

　　引理１．３得证．

２　定理０．１的证明

由引理１．２的高阶先验估计,我们可以平行利

用文献[２]的方法得到方程(２)存在唯一的整体强

解,由于证明完全是相同的,这里不再赘述．
下面证明定理０．１的衰减部分．我们主要分三

步来证明这一结果．
２．１　L２ 衰减

我们主要利用经典的Fourier分解方法来证明

方程(２)的解的L２ 衰减．
对方程(２)两边与 (u１,u２)做内积,利用引理

１．１和分部积分,有

d
dt‖u‖２

L２ ＋‖∇u‖２
L２ ≤０ (１１)

　　由 Plancherel定理,有

d
dt∫R２

|û(ξ,t)|２dξ＋∫R２
|ξ|２|û(ξ,t)|２dξ≤０．

令f(t)∈C１(R＋)且满足f(０)＝１,f(t)＞０,

f′(t)＞０．对上式方程两边同时乘f(t),我们有

d
dt

(f(t)∫R２
|û(ξ,t)|２dξ)＋　　　

f(t)∫R２
|ξ|２|û(ξ,t)|２dξ≤

f′(t)∫R２
|û(ξ,t)|２dξ ．

令B(t)＝{ξ∈R２:|ξ|≤ (f′(t)
f(t))１

２ };那么

f(t)∫R２
|ξ|２|û(ξ,t)|２dξ≥ 　　　　

２f(t)∫B(t)c
|ξ|２|û(ξ,t)|２dξ≥
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f′(t)∫R２
|û(ξ,t)|２dξ－f′(t)∫B(t)

|û(ξ,t)|２dξ,

因此

d
dt

(f(t)∫R２
|û(ξ,t)|２dξ)≤

f′(t)∫B(t)
|û(ξ,t)|２dξ．

　　不等式两边关于时间t积分得

f(t)∫R２
|û(ξ,t)|２dξ≤∫R２

|û０|２dξ＋

C∫
t

０
f′(s)∫B(s)

|û(ξ,t)|２dξds (１２)

由引理１．３和 Hölder不等式,有

f(t)∫R２
|û(ξ,t)|２dξ≤C＋　　　　　　　　　

C∫
t

０
f′(s)∫B(s)

１＋|ξ|２∫
s

０
‖u‖２

L２dτ( )
２

[ ]dξds≤

C＋C∫
t

０
f′(s)∫B(s)

１＋|ξ|２s∫
s

０
‖u‖４

L２dτ( )[ ]dξds
(１３)

或者进一步利用引理１．２得到

f(t)∫R２
|û(ξ,t)|２dξ≤

C＋C∫
t

０
f′(s)∫B(s)

(１＋|ξ|２s２)dξds (１４)

取f(t)＝(ln(e＋t))３,由(１４),有

(ln(e＋t))３∫R２
|û(ξ,t)|２dξ≤

C＋C∫
t

０

(ln(e＋s))２

e＋s ∫B(s)
(１＋|ξ|２s２)dξds≤

C＋C∫
t

０
(
(ln(e＋s))２

e＋s
１

(e＋s)ln(e＋s)＋

(ln(e＋s))２

e＋s
１

(e＋s)２(ln(e＋s))２
(e＋s)２ )ds≤

C＋C∫
t

０

１
e＋sds≤Cln(e＋t)．

因此

‖u(t)‖２
L２ ＝‖û(t)‖２

L２ ≤C(ln(e＋t))－２

(１５)

　　我们再选取f(t)＝(１＋t)２,从(１３)有

(１＋t)２∫R２
|û(ξ,t)|２dξ≤C＋　　　　　　　

C∫
t

０
(１＋s)∫B(s)

１＋|ξ|２s∫
s

０
‖u‖４

L２dτ( )[ ]dξds≤

C＋C(１＋t)＋C(１＋t)∫
t

０
‖u‖４

L２ds (１６)

　　利用(１５)和Planchel定理,

(１＋t)‖u‖２
L２ ≤ 　　　　　　　　　　　　　　

C＋C∫
t

０
((１＋s)‖u‖２

L２)(１＋s)－１(ln(e＋s))－２ds．

　　运用 Gronwall不等式,
(１＋t)‖u‖２

L２ ≤ 　　　　　　　　　　　　

Cexp{∫
∞

０
(１＋s)－１(ln(e＋s))－２ds}≤C．

　　这样我们就得到方程(２)解的L２ 衰减性:

‖u(t)‖２
L２ ≤C(１＋t)－１ (１７)

２．２　H１ 辅助衰减

类似于引理１．２,我们也可以得到

‖∇u(t)‖２
L２ ＋∫

t

s
‖Δu‖２

L２dτ≤ ‖∇u(s)‖２
L２,

０＜s＜t≤ ∞．
即 ‖∇u(t)‖２

L２ 满足单调性

‖∇u(t)‖２
L２ ≤ ‖∇u(s)‖２

L２,０＜s＜t≤ ∞．
又由引理１．２,有

∫
∞

０
‖∇u‖２

L２dτ≤ ‖u０‖２
L２ ≤C．

　　从而,我们得到

t
２‖∇u(t)‖２

L２ ≤∫
t

t
２

‖∇u(s)‖２
L２ds≤

∫
t

０
‖∇u(s)‖２

L２ds≤ ‖u０‖２
L２,

即

‖∇u(t)‖L２ ≤ (１＋t)－
１
２ ,t＞０ (１８)

２．３　高阶导数衰减

方程(２)两边分别于Λ２su１,Λ２su２ 做内积,有

d
dt‖Λsu‖２

L２ ＋‖Λs＋１u‖２
L２ ≤

∫∫R２
(u􀅰∇u)Λ２sudxdy (１９)

　　利用Fourier变换、Hölder不等式和 Young不

等式,(１９)右端经计算可得到

∫R２
(u􀅰∇u)Λ２sudxdy ＝

∫R２
|ξ１û１u＋ξ２û２u||ξ２sû|dξ≤

∑
２

i＝１∫R２
|ξ|s|ûiu||ξ|s＋１|û|dξ≤

∑
２

i＝１
‖Λs(uiu)‖L２‖Λs＋１u‖L２ ≤

C∑
２

i＝１
‖Λs(uiu)‖２

L２ ＋
１
４‖Λs＋１u‖２

L２ (２０)

　　由 Hölder不等式、GagliardoＧNireneberg不等

式和 Young不等式,有
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∑
２

i＝１
‖Λs(uiu)‖２

L２ ≤ 　　　　　　　　　　　　

C∑
２

i＝１

(‖ui‖L４‖Λsu‖L４ ＋‖u‖L４‖Λsui‖L４)２ ≤

C‖u‖２
L４‖Λsu‖２

L４ ≤
C‖u‖L２‖ ∇u‖L２‖Λs－１u‖L２‖Λs＋１u‖L２ ≤ 　

C‖u‖２
L２‖∇u‖２

L２‖Λs－１u‖２
L２ ＋

１
４‖Λs＋１u‖２

L２

(２１)

　　将 (２０)~(２１)代入(１９)并利用(１７)和(１８),
我们就可以得到

d
dt‖Λsu‖２

L２ ＋
１
２‖Λs＋１u‖２

L２ ≤ 　　　　

C‖u‖２
L２‖∇u‖２

L２‖Λs－１u‖２
L２ ≤

C(１＋t)－２‖Λs－１u‖２
L２ (２２)

　　对(２２)运用类似于节２．１的Fourier分解方法,
我们可以进一步得到

d
dt∫R２

|ξ|２s|û(ξ,t)|２dξ≤ 　　　　　　

－
１
２∫R２

|ξ|２(s＋１)|û(ξ,t)|２dξ＋

C(１＋t)－２∫R２
|ξ|２(s－１)|û(ξ,t)|２dξ≤

－
１
２∫S(t)c

|ξ|２(s＋１)|û(ξ,t)|２dξ＋

C(１＋t)－２∫R２
|ξ|２(s－１)|û(ξ,t)|２dξ≤

－∫R２

p
１＋t|ξ|２s|û(ξ,t)|２dξ＋

∫S(t)

p
１＋t|ξ|２s|û(ξ,t)|２dξ＋

C(１＋t)－２∫R２
|ξ|２(s－１)|û(ξ,t)|２dξ．

　　这里

S(t)＝{ξ∈R２:|ξ|２ ≤
２p

(１＋t),p ＞s＋３}．

　　进一步的,

d
dt∫R２

|ξ|２s|û(ξ,t)|２dξ＋　　　　　　　　

p
１＋t∫R２

|ξ|２s|û(ξ,t)|２dξ ≤

p
１＋t∫S(t)

|ξ|２|ξ|２s|ξ|－２|û(ξ,t)|２dξ＋

C(１＋t)－２∫R２
|ξ|２(s－１)|û(ξ,t)|２dξ≤

C
(１＋t)２∫S(t)

|ξ|２s|ξ|－２|û(ξ,t)|２dξ＋

C
(１＋t)２∫R２

|ξ|２(s－１)|û(ξ,t)|２dξ≤

C
(１＋t)２∫R２

|ξ|２(s－１)|û(ξ,t)|２dξ．

　　不等式两边乘积分因子 (１＋t)p ,有

d
dt

{(１＋t)p∫R２
|ξ|２s|û(ξ,t)|２dξ}≤ 　　

C (１＋t)p－２∫R２
|ξ|２s－２|û(ξ,t)|２dξ (２３)

　　再关于时间t积分:

‖Λsu‖２
L２ ≤C(１＋t)－p ＋　　　　　　

C(１＋t)－p∫
t

０
(１＋τ)p－２‖Λs－１u‖２

L２dτ (２４)

　　当s＝１,通过直接计算,有

‖Λu‖２
L２ ≤C(１＋t)－p ＋　　　　　　　　　　　

C(１＋t)－p∫
t

０
(１＋τ)p－２‖u‖２

L２dτ≤C(１＋t)－p ＋

C(１＋t)－p∫
t

０
(１＋τ)p－２(１＋τ)－１dτ≤C(１＋t)－２．

　　由数学归纳法,假设s＝k时,有

‖Λku‖２
L２ ≤C(１＋t)－(k＋１)．

那么当s＝k＋１,通过计算,有

‖Λk＋１u‖２
L２ ≤C(１＋t)－p ＋　　　　　　　　　　

C(１＋t)－p∫
t

０
(１＋τ)p－２‖Λku‖２

L２dτ≤

C(１＋t)－p ＋C(１＋t)－p∫
t

０
(１＋τ)p－２－k－１dτ≤

C(１＋t)－(k＋２)．
因此,

‖Λsu‖２
L２ ≤C(１＋t)－(s＋１),t＞０ (２５)

　　这样我们就证明了高阶导数衰减性．
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