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摘要:讨论了一类非线性奇摄动时滞边值问题的激波性态,利用匹配渐近展开法得出了问题解的

展开式,并利用微分不等式理论证明了解的一致有效性．
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０　引言

非线性奇异摄动时滞边值问题是近些年来许多

学者关心的热点问题[１Ｇ８],其实际应用在社会科学、

自然科学的许多学科中都有其动力学模型,如在信

号控制系统、生态种群系统中,很多的研究都是带有

小参数的时滞问题．本文就是考虑一类非线性的带

有双参数的时滞问题,利用匹配法[９Ｇ１０]给出了所提

问题的解的渐近展开式,并利用微分不等式理论证

明了解的一致有效性．
考虑以下的非线性奇异摄动时滞边值问题:
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y＝α,－t≤x ≤０ (２)

y＝β,x＝１ (３)
式中,ε是个很小的正常数,t＞０,α 和β 是常数．
函数f(x,y)在变量的相应范围内足够光滑．显然

问题(１)~(３)的退化问题为

yodyo

dx ＝f(x,yo) (４)

yo(１)＝β (５)

　　首先做如下假设:



[H１]存在正的常数δ,使得fy ≥δ＞０且０＜
yo(０)＜α．

[H２]退 化 问 题 (４)~ (５)存 在 唯 一 单 调

解yo(x)．

１　外部解的构造

将函数y(x－t)展开成t的幂级数形式如下:

y(x－t)＝∑
∞

n＝０

(－１)n

n!
dny(x)
dxn tn (６)

代入式(１),有
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　　设时滞问题(１)的外部解形如

Yo(x,ε,t)＝∑
∞

i,j＝０
yo

ij(x)εitj (８)

将式(８)代入式(３)和式(７),按照ε和t的各阶次幂

进行展开,比较等式两边ε和t的各阶次幂系数相

等,由比较ε０t０ 的系数得

yo
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dyo
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dx ＝f(x,yo
００),yo

００(１)＝β．

　　从式(４)和(５),显然得到

yo
００(x)＝yo(x) (９)

　　类似地,再将式(８)代入式(３)和式(７),比较

ε１t０ 和ε０t１ 的系数得
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　　由式(１０)和(１１)我们很容易求出yo
１０ 和yo

０１ ,
于是就得到了问题(１)~(３)的外部解:

Yo(x,ε,t)＝yo(x)＋yo
１０ε＋yo

０１t＋􀆺 (１２)

２　内部解的构造

下面寻找问题的内部解(设为Yi),由假设知

道问题(１)~(３)可能在x＝０附近产生激波,所以

在x＝０处引入伸展变量
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x
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将式(１３)代入式(１)得到
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　　设时滞问题(１)的内部解形如

Yi(ξ,ε,t)＝∑
∞

i,j＝０
yi

ij(ξ)εitj (１５)

　　将式(１５)代入式(１４),按照ε和t的各阶次幂

进行展开,比较等式两边ε和t的各阶次幂系数相

等,由比较ε０t０ 的系数得
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由式(１６),得
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式中,c为任意常数．解此一阶微分方程得

①当c＝k２ ＞０,且 (yi
００)２ ≤k２ 时,
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　　②当 (yi
００)２ ≥k２ 时,
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式中,k＞０,d 为常数,将在下面的过程中确定．
再将式(１５)代入式(１４),比较ε１t０ 和ε０t１ 同次

幂的系数,结合边界条件(３)得

d２yi
１０

dξ２ ＋yi
００

dyi
１０

dξ
＋yi

１０
dyi

００

dξ
＝f(０,yi

００),

yi
１０(０)＝０

ü

þ

ý

ïï

ïï

(１９)

d２yi
０１

dξ２ ＋yi
００

dyi
０１

dξ
＋yi

０１
dyi

００

dξ
－(dy

i
００

dξ
)２＝０,

yi
０１(０)＝０

ü

þ

ý

ïï

ïï

(２０)

　　 从 式 (１９)和 (２０)能 够 求 得 yi
１０(ξ,C１０)和

yi
０１(ξ,C０１),其中的常数C１０和C０１是待定常数,在

下面的讨论中将进行确定,于是就得到了问题

(１)~(３)的内部解:

Yi(ξ,ε,t)＝yi
００(ξ)＋yi

１０(ξ,C１０)ε＋　　　
yi

０１(ξ,C０１)t＋􀆺 (２１)

３　内部解与外部解匹配

因为激波的产生在x ＝０附近,所以内部解

Yi(ξ,ε,t)和外部解Yo(x,ε,t)必须在x＝０附近
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匹配,于是把内部解Yi(ξ,ε,t)按照ε和t的各阶

次幂展开,并将ξ用x
ε

替换,得到零次近似为

yi
００( )o ＝k＞０ (２２)

同样外部解Yo(x,ε,t)按照ε 和t的各阶次幂展

开,并将x 用ξε替换,得到零次近似为
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　　根据匹配原理,式(２２)和(２３)相等,所以
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　　同时由式(２)有

α＝yo
００(０)tanh d

２yo
００(０)æ

è
ç

ö

ø
÷

或

α＝yo
００(０)coth d

２yo
００(０)æ

è
ç

ö

ø
÷ (２５)

　　由双曲函数的性质和前面的假设,显然有
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由式(２６)能确定常数d ．
用同样的方法,在x＝０附近匹配yi

１０(ξ,C１０)
和yo

１０(x),yi
０１(ξ,C０１)和yo

０１(x),就能确定出常

数C１０ 和C０１．于是,由式(１２)和(２１),就得到了时

滞问题(１)~(３)的渐近展开式如下:

y(x,ε,t)＝　　　　　　　　　　　　　　　　　
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O(max(ε,t)),０＜ε,t≪１ (２７)

４　主要结论

通过以上的讨论,时滞奇摄动边值问题(１)~
(３)有一致有效的形式渐近解(２７),为此,给出如

下定理:

定理４．１　时滞奇摄动边值问题(１)~(３)在假

设的条件下,存在一个激波解y(x),且有形如

(２７)的一致有效的形式展开式,其中０＜ε,t≪１．
证明　首先构造两个辅助函数y 和y :

y＝Z(x,ε,t)－γμ (２８)

y＝Z(x,ε,t)＋γμ (２９)
式中,μ＝max(ε,t),γ为一个足够大的正常数,将

在后面取定．其中函数

Z(x,ε,t)＝　　　　　　　　　　　　　　　　　
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　　现在证明y 和y 分别为时滞奇摄动边值问题

(１)~(３)当０＜x ＜１时的下、上解．
显然y ≤y ,因为γ为足够大的正数,且由假

设及式(２８)和(２９)显然有

y(０,ε,t)≤α≤y(０,ε,t) (３０)

y(１,ε,t)≤β≤y(１,ε,t) (３１)

　　下面证明

ε
d２y
dx２ ＋y(x－t)d

２y
dx －f(x,y(x－t))≥０,

０＜x ＜１

ü

þ

ý

ïï

ïï

(３２)

εd２y
dx２ ＋y(x－t)d

２y
dx －f(x,y(x－t))≤０,

０＜x ＜１

ü

þ

ý

ïï

ïï

(３３)

　　只证明式(３３),式(３２)可类似证明．考虑到假

设[H１],[H２]及双曲余切函数的性质,存在一个

正常数M ,有
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yodyo
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Mμ－fy(x,η)γμ ≤ (M －δγ)μ ≤０ (３４)

式中,η是中值常数．式(３４)只要选择γ ≥
M
δ

即可,

所以式(３３)成立,类似可以证明(３２)．由式(３０)~
(３３)证明了y 和y 分别为时滞奇摄动边值问题

(１)~(３)当x ∈ [０,１]时的下、上解,所以由微分

不等式理论,时滞奇摄动边值问题(１)~(３)存在一

个激波解,且满足:

y(x,ε,t)≤y(x,ε,t)≤y(x,ε,t),

０≤x ≤１,０＜ε,t≪１．
再由式(２８)和(２９),就能得到形如式(２７)的一致有

效的渐近展开式,定理得证．
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