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摘要:超网络是较通常意义上的复杂网络更为复杂的网络,超网络维数是度量超网络的一种可行

的方法.针对带权超网络中节点权重及超边权重可以分别为正实数、负实数、纯虚数及复数等多种

不同的类型,首先给出了各种不同类型带权超网络的多重分形维数;然后讨论了带权超网络的多重

分形特性;研究表明,在不同类型的带权超网络中,除节点权重及超边权重均为正实数及负实数的

两种情形之外,其他类型的带权超网络均具有多重分形特性,且可以分为7个不同的类别,均分布

于整个复平面;最后给出了所有这些带权超网络多重分形维数的解析表达式,并分析了这些带权超

网络多重分形维数的若干重要性质.
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Abstract:Hypernetworkisakindofnetworkthatismorecomplexthanordinarycomplexnetworks,while
hypernetworkdimensionisafeasibletoolformeasuringit.Forthecasethatbothnodeweightand
hyperedgeweightinweightedhypernetworkscanvalueamongpositiverealnumber,negativerealnumber,

pureimaginarynumberandcomplexnumber,etc.,fractaldimensionsforvariousweightedhypernetworks
isproposedandtheir multi-fractalsarediscussed.Itisshownthatamongalltypesofweighted
hypernetworks,exceptthosewithbothnodeweightandhyperedgeweightbeingpositiveornegativereal
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0 引言

图论是复杂网络研究的基础.图将真实世界中

的复杂系统抽象为节点及节点对之间的边,可以较

好地刻画真实系统的各项特性.现代意义上复杂网

络的研究起源于上世纪中叶对 ER 随机图的研

究[1],基于随机图理论,一系列其他类型的复杂网络

模型相继提出[2-4].
在研究真实世界的复杂系统中,人们发现,小世

界、无标度、自相似[5]是复杂网络的三大特性.度量

自相似特性的重要工具是分形维数,对复杂网络的

分形维数———网络维数的研究是其自相似特性研究

的重要内容[6].由于实际情况的多样性与复杂性,采
用一个单一的网络维数往往不能很好地描述复杂网

络的自相似特性,采用多个不同的网络维数对复杂

网络的自相似特性进行描述成为新的研究内容,这
就是多重分形[7].多重分形是分形理论研究的重要

内容,也是复杂网络研究的重要内容[8].
由于通常意义上的图中一条边能且只能连接两

个节点,而真实世界中往往存在一条边连接任意多

个节点的情形,这就是超图[9-10].用超图进行描述的

网络较通常意义上的复杂网络更为复杂,这就是超

网络[11].对超网络而言,也存在与复杂网络的网络

维数类似的超网络维数[12].采用一个单一的超网络

维数对超网络的自相似特性进行研究并不能全面刻

画超网络的各项特性,需要对带权超网络的多重分

形特性进行研究.
本文针对带权超网络中的节点权重及超边权重

可以分别为正实数、负实数、纯虚数及复数等多种不

同的类型,我们对带权超网络的多重分形特性进行

研究,给出了带权超网络的多重分形维数,并论述了

其多重分形维数的若干重要性质.

1 预备知识

1.1 超图与超网络

对于非空有限集V=(v1,v2,…,vn),其中,若

ei≠�(i=1,2,…,|E|),且 ∪
E

i=1
ei =V ,我们称

二元关系H=(V,E)为一个超图.在超图H 中,节
点集V={v1,v2,…,vi,…}(1≤i≤|V|)是超图

H 中所有节点的集合,超边集E={e1,e2,…,ej,
…}(1≤j≤|E|)是超图 H 中所有超边的集合.|V|
表示超图 H 中所有节点的数量,称为超图 H 的阶;

|E|表示超图 H 中所有超边的数量,且有 E⊆
P (V)\∅.其中,P(V)=2V,表示节点集V 的幂集.
若超图 H 中两个节点属于同一条超边,我们称这两

个节点邻接;若两条超边存在共有的节点,我们称这

两条超边邻接.一般情况下,人们只对无向超图进行

研究.尽管目前已相继提出多种不同的有向超图理

论 [13-15],但对有向超图的研究仍不多,相关的理论

尚不成熟,在理论与应用等方面仍有很多研究工作

需要进一步完善.本文只对无向超图进行研究.
超图来源于图,但超图中的超边不同于图中的

边.与图类似,超图也可以用关联矩阵或邻接矩阵进

行分析研究.下面,我们分别论述超图的关联矩阵及

邻接矩阵.
定义1.1[16] 对任一超图H=(V,E),其关联

矩阵C(H)是一个|V|×|E|阶的矩阵,其中,若

vi ∈ej ,则Cij=1,否则,Cij=0.
定义1.2[17] 对任一超图H=(V,E),其邻接

矩阵A(H)是一个|V|×|V|阶的方阵,其中,Aij 为

在超图的关联二部图中,从vi 到vj 的2长路的

数目.
对超图而言,其关联矩阵及邻接矩阵的区别主

要在于:关联矩阵一定是0-1矩阵,但邻接矩阵不一

定是0-1矩阵;关联矩阵不一定是对称矩阵,但邻接

矩阵一定是对称矩阵.特别地,若超图中每条边只关

联有两个节点,则超图就退化为普通意义上的图,此
时超图的邻接矩阵即为图的邻接矩阵.超图与其关

联矩阵一一对应,一个超图只对应有一个关联矩阵,
反之也成立;但超图与其邻接矩阵并不一定一一对

应,有可能存在一个邻接矩阵对应多个超图的情形.
在超网络中,我们往往通过与超图一一对应的关联

矩阵对其进行分析研究.
1.2 分形与多重分形

不同于经典的欧氏理论,分形理论为我们提供

了一种分析研究物体的崭新视角.与传统欧氏几何

对零维的点、一维的线、二维的面、三维的体等进行

刻画不同的是,分形理论能更好地描述不规则、不光

滑、不一致的物体.分形理论对描述自相似现象有着

远胜欧氏几何的优势.对具备自相似特性的物体而

言,主要是对其分形维数的研究.人们相继提出一系

列不同的度量物体分形维数的方法,如 Hausdorff
维数、Hausdorff-Besicovitch维数、Informaiton 维

数、Box-counting维数等.其中,Hausdorff维数是

分形维数计算中较为通行的方法,Hausdorff维数
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的计算公式为

d=lim
ε→0

logN(ε)
log(ε-1)

(1)

式中,ε是小球体的半径或小立方体的棱长,N(ε)
表示用此小球体或小立方体覆盖被测形体所得到的

数目,式(1)意味着通过用半径为ε的小球体或棱长

为ε 的 小 立 方 体 覆 盖 被 测 形 体 来 计 算 形 体 的

Hausdorff维数.通常情况下,对于任一物体 X 而

言,其Hausdorff维数dimHX 与其拓扑维数dimtX
二者之间存在如下关系式[18]

dimtX ≤dimHX (2)

  对于三维欧氏空间中的形体而言,运用式(1)可
以得到形体的分形维数,同时,根据式(2),其分形维

数不超过3.对于现实生活中的一些真实物体而言,
难以或不便于用式(1)直接进行计算,如湍流、云朵、
火焰等.对于这些特殊的物体,可以先将它们投射到

低维空间;再计算低维空间中投射物的分形维数;最
后运用余维相加定律反求出初始物体的分形维

数[19].如对三维立体形式的火焰分形维数FD3 的计

算,可以先将其投影到一个二维平面,计算二维平面

中火焰图像的分形维数FD2,再用余维相加定律,
使用

FD3=FD2+1 (3)
间接得到火焰的分形维数[20].

在对分形维数的分析研究中,人们发现,通过一

个单一的分形维数并不能全面刻画自相似形式物体

的各项特性,于是提出通过多个不同的分形维数对

物体进行分析描述,这就是多重分形[21].最简单的

多重分形是双分形[22].多重分形理论突破了经典的

单分形理论将物体的分形维数表述为数轴中一个孤

立点的局限,将物体的分形维数表述为平面中的有

限多个点,甚至无限多个点,如直线及曲线等,以便

更全面、客观地对物体的各项特性进行描述,是经典

分形理论的重要扩展.目前已提出多种不同的多重

分形理论.多重分形迄今并没有严格、公认的准确定

义,对多重分形理论的研究是分形理论研究的重要

内容之一,也是分形理论研究的前沿课题.
1.3 网络维数与超网络维数

对于节点及边带有权重的带权图而言,节点与

边的权重可以分别为正实数、负实数、纯虚数及复数

等多种不同的类型,我们将带权图的网络维数定义

为带权图中边权重和的对数值以及节点权重和的对

数值的比值[6],公式表述为

ND=
log∑

e∈E
f(e)

log∑
v∈V

f(v)
(4)

  显然,对于节点权重及边权重均为正实数的带

权图来说,运用式(4)可以直接得到带权图的网络维

数.对于节点权重及边权重为负实数、纯虚数及复数

等类型的带权图,我们需要先借助欧拉公式对负实

数、纯虚数及复数等其他形式的权重进行变换,再计

算其网络维数.欧拉公式表述为

eix =cosx+isinx (5)

  欧拉公式的使用,使得我们可以将网络维数应

用于节点权重及边权重分别为负实数、纯虚数及复

数等多种不同类型的带权图中.由于欧拉公式本质

上是一个周期多值函数,我们对节点权重与边权重

为负实数、纯虚数及复数等其他类型带权图分形维

数的计算需要借助周期多值函数形式的欧拉公式进

行计算,这将导致这些类型的带权图分形维数不唯

一,也即需要用多个不同的分形维数来对其进行刻

画,这其实就是带权图的多重分形.分析表明,在所

有的16种不同类型的带权图中,除节点权重及边权

重均为正实数的带权图之外,其他15种类型的带权

图均具有多重分形特性[8].
对于超网络而言,由于其一条超边可以连接任

意多个节点,一般情况下,我们是通过与超网络一一

对应的关联矩阵对其进行分析研究的.我们将超网

络维数定义为所有超边包含的节点权重之和与其权

重乘积和的对数值和节点权重之和与超边权重之和

乘积对数值的比值的两倍,即[12]

HD=
2log∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

log∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
(6)

  对于节点权重及超边权重均为正实数的带权超

网络而言,运用式(6)可以直接得到带权超网络的超

网络维数.同理,借助欧拉公式,我们也可以将超网

络维数应用于节点权重及超边权重分别为负实数、
纯虚数及复数等多种不同类型的带权超网络中.

分析结果表明,在所有的16种不同权重类型的

带权超网络中,共有8种不同的超网络维数.下面,
我们将借助周期多值函数形式的欧拉公式对带权超

网络的多重分形特性进行研究,主要是分析带权超

网络的多重分形维数,即为其对应的超网络维数.
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2 带权超网络的多重分形研究

2.1 带权超网络的超网络维数

对节点权重及超边权重分别为正实数、负实数、

纯虚数及复数等多种不同类型的带权超网络而言,
共有16种不同的组合,这16种组合对应有8种不

同的超网络维数,如表1所示.

表1 16种带权超网络对应的超网络维数统计表

Tab.1 StatisticsofHypernetworkDimensionsof16WeightedHypernetworks

编号 节点权重 超边权重 超网络维数

1
2

f(v)∈R+

-f(v)∈R-
f(e)∈R+

-f(e)∈R-

2log∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

log∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
(7)

3
4

f(v)∈R+

if(v)∈I
if (e)∈I

f(e)∈R+

2loge
iπ
2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

loge
iπ
2∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)

(8)

5
6
7

f(v)∈R+

-f(v)∈R-

if (v)∈I

-f(e)∈R-

f(e)∈R+

if (e)∈I

2logeiπ∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

logeiπ∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
(9)

8
9

-f(v)∈R-

if (v)∈I
if (e)∈I
-f(e)∈R-

2loge
3
2iπ∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

loge
3
2iπ∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)

(10)

10
11

f(v)∈R+

(a+bi)f(v)∈C

(a+bi)f(e)∈C

f(e)∈R+

2log a2+b2eitan-1b
a∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

log a2+b2eitan-1b
a∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)

(11)

12
13

if (v)∈I
(a+bi)f(v)∈C

(a+bi)f(e)∈C
if (e)∈I

2log a2+b2ei(tan-1b
a+

π
2
)∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

log a2+b2ei(tan-1b
a+

π
2
)∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
(12)

14
15

-f(v)∈R-

(a+bi)f(v)∈C

(a+bi)f(e)∈C
-f(e)∈R-

2log a2+b2ei(tan-1b
a+π)∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

log a2+b2ei(tan-1b
a+π)∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)

(13)

16 (a+bi)f(v)∈C (a+bi)f(e)∈C
2log(a2+b2)eitan-1 2ab

a2-b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

log(a2+b2)eitan-1 2ab

a2-b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
(14)

  表1实际上是在[-π,π]一个周期内分析带权

超网络的超网络维数,我们需要在多个周期内对带

权超网络的超网络维数进行分析.从表1可以发现,
除节点权重及超边权重均为正实数或均为负实数的

两种情形之外,其他14种情形对应的7种超网络维

数均需要运用欧拉公式进行分析研究.下面,我们分

别对这7种不同的超网络维数进行分析研究.为便

于计算,在对数运算中,我们均取自然对数.
2.2 带权超网络的多重分形维数

表1中,式(7)所示的节点权重及超边权重均

为正实数或均为负实数的带权超网络不具有多重

分形特性,我们对带权超网络多重分形维数的研

究先从式(8)所示的节点权重及超边权重分别为

正实数、纯虚数或纯虚数、正实数的带权超网络

开始.
对式(8)所示的节点权重为正实数、超边权重为

纯虚数及节点权重为纯虚数、超边权重为正实数的

2种带权超网络对应的超网络维数而言,其对应的

多重分形维数为
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HD1=
2ln∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+2(2m+
1
2
)(2n+

1
2
)π2

(2m+
1
2
)
2

π2+ln2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+    

2iπ
(2n+

1
2
)ln∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)-(2m+

1
2
)ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(2m+
1
2
)
2

π2+ln2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,

m,n∈Z (15)

  显然,式(15)是一个多值函数,在复平面中,其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上,该直线系方

程为

z=
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
-ti

2ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(2m+
1
2
)π

+
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

m ∈Z,t∈R (16)

  该直线系是一簇经过点(
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,0)的直线.式(15)中的多值函数也可视为分布在多个

圆的圆系上,该圆系方程为

zln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))-iπ(2n+
1
2
)=     

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+
1
2
)
2

,n∈Z (17)

其圆心为

(
ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,iπ

2n+
1
2

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
),

半径为

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+
1
2
)
2

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
.

使用等价的参数方程表述,则式(15)中的多值

函数为

zln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)=ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+iπ(2n+
1
2
)+

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+
1
2
)
2

(cosθ+isinθ),

θ=tan-1 1

(2m+
1
2
)π
ln∑

v∈V
f(v),m,n∈Z (18)

  式(18)实际上是式(16)所示的直线系与式(17)
所示的圆系的交点.

对式(9)所示的节点权重为正实数、超边权重为

负实数及节点权重为负实数、超边权重为正实数,或
节点权重及超边权重均纯虚数的3种带权超网络对

应的超网络维数而言,其对应的多重分形维数为
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HD2=
2ln∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+2(2m+1)(2n+1)π2

(2m+1)2π2+ln2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+     

2iπ
(2n+1)ln∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)-(2m+1)ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(2m+1)2π2+ln2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,

m,n∈Z (19)

  显然,式(19)是一个多值函数,在复平面中,其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上,该直线系方

程为

z=
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
-ti

2ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(2m+1)π +
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,

m ∈Z,t∈R (20)

  该直线系是一簇经过点(
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,0)的直线.式(19)中的多值函数也可视为分布在多个

圆的圆系上,该圆系方程为

zln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))-iπ(2n+1)=     

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+1)2,n∈Z (21)

其圆心为

(
ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,iπ

2n+1
ln∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)

),

半径为

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+1)2

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
.

使用等价的参数方程表述,则式(19)中的多值

函数为

zln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)=ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+iπ(2n+1)+     

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+1)2(cosθ+isinθ),

θ=tan-1 1
(2m+1)π

ln∑
v∈V

f(v),m,n∈Z (22)

  式(22)实际上是式(20)所示的直线系与式(21)
所示的圆系的交点.

对式(10)所示的节点权重为负实数、超边权重

为纯虚数及节点权重为纯虚数、超边权重为负实数

的2种带权超网络对应的超网络维数而言,其对应

的多重分形维数为

HD3=
2ln∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+2(2m+
3
2
)(2n+

3
2
)π2

(2m+
3
2
)
2

π2+ln2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+     
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2iπ
(2n+

3
2
)ln∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)-(2m+

3
2
)ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(2m+
3
2
)
2

π2+ln2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,

m,n∈Z (23)

  显然,式(23)是一个多值函数,在复平面中,其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上,该直线系方

程为

z=
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
-ti

2ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(2m+
3
2
)π

+
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

m ∈Z,t∈R (24)

  该直线系是一簇经过点(
2ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,0)的直线.式(23)中的多值函数也可视为分布在多个圆

的圆系上,该圆系方程为

zln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))-iπ(2n+
3
2
) =

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+
3
2
)
2

,n∈Z (25)

其圆心为

(
ln∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,iπ

2n+
3
2

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
),

半径为

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+
3
2
)
2

ln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
.

使用等价的参数方程表述,则式(23)中的多值

函数为

zln∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)=ln∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+iπ(2n+
3
2
)+

ln2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+π2(2n+
3
2
)
2

(cosθ+isinθ),

θ=tan-1 1

(2m+
3
2
)π
ln∑

v∈V
f(v),m,n∈Z (26)

  式(26)实际上是式(24)所示的直线系与式(25)
所示的圆系的交点.

对式(11)所示的节点权重为正实数、超边权重

为复数及节点权重为复数、超边权重为正实数的2
种带权超网络对应的超网络维数而言,其对应的多

重分形维数为

HD4=
2ln a2+b2∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(tan-1b
a +2mπ)(tan-1b

a +2nπ)

(tan-1b
a +2mπ)

2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+
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i
(tan-1b

a +2nπ)ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-(tan-1b
a +2mπ)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(tan-1b
a +2mπ)

2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,m,n∈Z

(27)

  显然,式(27)是一个多值函数,在复平面中,其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上,该直线系方

程为

z=
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+t(i

ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

tan-1b
a +2mπ

-
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
),

m ∈Z,t∈R (28)

该直线系是一簇经过点(
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,0)的直线.式(27)中的多值函数也可视为分布在

多个圆的圆系上,该圆系方程为

zln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))-i(2nπ+tan-1b
a
)=     

ln2 a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)+(2nπ+tan-1b
a
)
2

,

n∈Z (29)
其圆心为

(
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,i

2nπ+tan-1b
a

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
),

半径为

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+tan-1b
a
)
2

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
.

  使用等价的参数方程表述,则式(27)中的多值函数为

2zln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)=ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+i(2nπ+tan-1b
a
)+

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+tan-1b
a
)
2

(cosθ+isinθ),

θ=tan-1 1

2mπ+tan-1b
a

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e),m,n∈Z (30)

  式(30)实际上是式(28)所示的直线系与式(29)
所示的圆系的交点.

对式(12)所示的节点权重为纯虚数、超边权重

为复数及节点权重为复数、超边权重为纯虚数的2
种带权超网络对应的超网络维数而言,其对应的多

重分形维数为
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HD5 =
2ln a2+b2∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(tan-1 b
a +

π
2 +2mπ

)(tan-1 b
a +

π
2 +2nπ

)

(tan-1 b
a +

π
2 +2mπ

)
2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+

i
(tan-1 b

a +
π
2 +2nπ

)ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-(tan-1 b
a +

π
2 +2mπ)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(tan-1 b
a +

π
2 +2mπ

)
2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,

m,n∈Z (31)

  显然,式(31)是一个多值函数,在复平面中,其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上,该直线系方

程为

z=
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+ti

ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

tan-1b
a +

π
2+2mπ

-
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

m ∈Z,t∈R (32)

  该直线系是一簇经过点(
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,0)的直线.式(31)中的多值函数也可视为分

布在多个圆的圆系上,该圆系方程为

zln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))-i(2nπ+
π
2+tan

-1b
a
)=

ln2 a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)+(2nπ+
π
2+tan

-1b
a
)
2

,n∈Z (33)

其圆心为

(
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,i

2nπ+
π
2+tan

-1b
a

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
),

半径为

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+
π
2+tan

-1b
a
)
2

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
.

  使用等价的参数方程表述,则式(31)中的多值函数为

2zln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)=ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+i(2nπ+
π
2+tan

-1b
a
)+

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+
π
2+tan

-1b
a
)
2

(cosθ+isinθ),

θ=tan-1 1

2mπ+
π
2+tan-1b

a

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e),m,n∈Z (34)

  式(34)实际上是式(32)所示的直线系与式(33)
所示的圆系的交点.

对式(13)所示的节点权重为负实数、超边权重

为复数及节点权重为复数、超边权重为负实数的2
种带权超网络对应的超网络维数而言,其对应的多

重分形维数为
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HD6 =
2ln a2+b2∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(tan-1 b
a +π+2mπ)(tan-1 b

a +π+2nπ)

(tan-1 b
a +π+2mπ)

2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+

i
(tan-1 b

a +π+2nπ)ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-(tan-1 b
a +π+2mπ)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(tan-1 b
a +π+2mπ)

2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,m,n∈Z

(35)

  显然,式(35)是一个多值函数,在复平面中,其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上,该直线系方

程为

z=
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+ti

ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

tan-1b
a +π+2mπ

-
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

m ∈Z,t∈R (36)

  该直线系是一簇经过点(
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,0)的直线.式(35)中的多值函数也可视为分

布在多个圆的圆系上,该圆系方程为

zln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))-i(2nπ+π+tan-1b
a
)=

ln2 a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)+(2nπ+π+tan-1b
a
)
2

,

n∈Z (37)
其圆心为

(
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,i

2nπ+π+tan-1b
a

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
),

半径为

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+π+tan-1b
a
)
2

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
.

  使用等价的参数方程表述,则式(35)中的多值函数为

2zln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)=ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+i(2nπ+π+tan-1b
a
)+

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+π+tan-1b
a
)
2

(cosθ+isinθ),

θ=tan-1 1

2mπ+π+tan-1b
a

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e),m,n∈Z (38)
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  式(38)实际上是式(36)所示的直线系与式(37)
所示的圆系的交点.

对式(14)所示的节点权重及超边权重均为复数

的带权超网络对应的超网络维数而言,其对应的多

重分形维数为

HD7 =
2ln a2+b2∑

v∈V
f(v)∑

e∈E
f(e)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(tan-1 2ab
a2-b2+2mπ)(tan-1 2ab

a2-b2+2nπ)

(tan-1 2ab
a2-b2+2mπ)

2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+

i
(tan-1 2ab

a2-b2+2nπ)ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-(tan-1 2ab
a2-b2+2mπ)ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

(tan-1 2ab
a2-b2+2mπ)

2

+ln2 a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,m,n∈Z

(39)

  显然,式(39)是一个多值函数,在复平面中,其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上,该直线系方

程为

z=
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
+ti

ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

tan-1 2ab
a2-b2+

2mπ
-
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

m ∈Z,t∈R (40)

  该直线系是一簇经过点(
ln∑

e∈E
a2+b2(f(e)∑

v∈e
f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,0)的直线.式(39)中的多值函数也可视为分

布在多个圆的圆系上,该圆系方程为

zln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)-                     

ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))-i(2nπ+tan-1 2ab
a2-b2

)=

ln2 a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)+(2nπ+tan-1 2ab
a2-b2

)
2

,n∈Z (41)

其圆心为

(
ln a2+b2∑

e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))

ln a2+b2∑
v∈V

f(v)∑
e∈E

f(e)
,i

2nπ+tan-1 2ab
a2-b2

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
),

半径为

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+tan-1 2ab
a2-b2

)
2

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)
.

  使用等价的参数方程表述,则式(39)中的多值函数为

2zln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e)=                   

ln a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+i(2nπ+tan-1 2ab
a2-b2

)+

ln2 a2+b2∑
e∈E

(f(e)∑
v∈e

f(v))+(2nπ+tan-1 2ab
a2-b2

)
2

(cosθ+isinθ),
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θ=tan-1 1

2mπ+tan-1 2ab
a2-b2

ln a2+b2∑
v∈e

f(v)∑
e∈E

f(e),m,n∈Z (42)

  式(42)实际上是式(40)所示的直线系与式(41)
所示的圆系的交点.
2.3 带权超网络的多重分形分析

在2.2节中,我们对节点权重及超边权重分别

为正实数、负实数、纯虚数及复数等多种不同类型的

带权超网络的多重分形特性进行了研究.通过分析

发现,在16种带权超网络中,除节点权重及超边权

重均为正实数或负实数的2种带权超网络之外,其
他14种带权超网络具有多重分形特性,而且均分布

于整个复平面.我们可以将14种带权超网络的多重

分形维数分为7个不同的类别,16种带权图的多重

分形统计如表2所示.
表2 16种不同类型带权超网络多重分形统计表

Tab.2 Statisticsofmulti-fractalsof16weightedhypernetworks

类别 类别 边权重 多重分形维数分布 备注

1
正实数f(v)∈R+ 正实数f(e)∈R+

负实数-f(v)∈R- 负实数-f(e)∈R-
- 单分形,分布于一个点

2
正实数f(v)∈R+ 纯虚数if (e)∈I

纯虚数if (v)∈I 正实数f(e)∈R+
直线系/圆系 多重分形,分布于整个复平面

3

正实数f(v)∈R+ 负实数-f(e)∈R-

负实数-f(v)∈R- 正实数f(e)∈R+

纯虚数if (v)∈I 纯虚数if (e)∈I

直线系/圆系 多重分形,分布于整个复平面

4
负实数-f(v)∈R- 纯虚数if (e)∈I

纯虚数if (v)∈I 负实数-f(e)∈R-
直线系/圆系 多重分形,分布于整个复平面

5
正实数f(v)∈R+ 复数(a+bi)f(e)∈C

复数(a+bi)f(v)∈C 正实数f(e)∈R+
直线系/圆系 多重分形,分布于整个复平面

6
纯虚数if (v)∈I 复数(a+bi)f(e)∈C

复数(a+bi)f(v)∈C 纯虚数if (e)∈I
直线系/圆系 多重分形,分布于整个复平面

7
负实数-f(v)∈R- 复数(a+bi)f(e)∈C

复数(a+bi)f(v)∈C 负实数-f(e)∈R-
直线系/圆系 多重分形,分布于整个复平面

8 复数(a+bi)f(v)∈C 复数(a+bi)f(e)∈C 直线系/圆系 多重分形,分布于整个复平面

3 结论

分形理论具有不同于经典欧氏理论的一些特

性,为我们分析研究客观事物提供了一个崭新的视

角,多重分形是分形理论研究的重要内容之一,我们

对分形理论及多重分形在带权超网络中的研究与应

用进行了分析.本文的创新之处主要体现在下述几

个方面:
(Ⅰ)针对带权超网络中的节点权重及超边权重

可以为正实数、负实数、纯虚数及复数等多种不同的

情形,分别给出了对应的16种带权超网络的分形维

数分析结果,并给出了每一种带权超网络的分形维

数,将带权超网络的分形维数由实数域推广到复

数域;
(Ⅱ)在16种不同类型的带权超网络中,除节点

权重及超边权重均为正实数或负实数的2种情形之

外,其他他14种带权超网络均具备多重分形的特

性,而且可以分为7个不同的类别,这些带权超网络

的多重分形维数均分布于整个复平面;
(Ⅲ)对7个不同类别的带权超网络的多重分形

维数进行研究,用参数方程的形式给出了这些分布

在复平面上呈面状分布的带权超网络的多重分形维
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数,并分析了这些带权超网络多重分形维数的若干

重要性质.
图与超图及分别对应的网络与超网络是复杂系

统与复杂性科学研究的重点,分形理论是复杂系统

与复杂性科学的重要研究内容.后续研究的重点在

于深入分析带权超网络中的多重分形特性,研究各

类不同权重对应的带权超网络多重分形维数之间的

关联,并结合真实复杂系统中的超网络对带权超网

络的多重分形维数进行分析研究,尝试给出量化的

分析结果.
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