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基于总人口变动和隔离措施的SIQS传染病模型的渐近分析
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摘要:根据传染病动力学原理,考虑人口既有输入又有输出,建立了一种具有总人口变动和隔离措

施及 垂 直 传 染 的 SIQS传 染 病 模 型.综 合 利 用 Routh-Hurwitz判 据,Lyapunov函 数 和 广 义

Bendixson-Dulac函数方法,获得了该系统的无病平衡点和地方病平衡点全局渐近稳定的充分条

件.研究结果表明:采取隔离措施,能够将疾病的传播和流行控制在一定范围内,甚至能够加快疾病

的绝灭.
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Abstract:AclassofSIQSepidemicmodelwithverticalinfectionandvaryingtotalpopulationsizeand
quarantinemeasureswasestablished,byemployingtheepidemicdynamictheory,andconsideringboththe
inputandoutputofthepopulation.Thethresholdconditionswhichguaranteetheglobalasymptoticstable
disease-freeequilibriumandendemicequilibriumoftheSIQSepidemicmodelareobtainedusingmethods
includingRouth-Hurwitzbounded,LyapunovfunctionandgeneralizedBendixson-Dulacfunction.The
resultsshowthatthespreadandprevalenceofadiseasecanbecontrolledwithinacertainrange,andthat
quarantinemeasurescanacceleratetheextinctionofthedisease.
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0 引言

近年来,出现了一些新型的流行性传染病,严重

威胁人类的生命和健康,给经济和社会造成了严重

影响.面对流行性传染病频发的态势,揭示传染病

的传播机理,研究传染病的有效防治措施,具有重要

的现实意义.关于传染病动力学的研究,国内外许

多学者已分析了各种传染病模型,获得了一批有重



要学术价值的研究成果[1-10].最近,依据垂直传染

和总人口变化,人们还研究了SIRS模型[11]和SIRI
模型[12].在传染病动力学模型的建模中,考虑输入

人口的较多,同时考虑人口输出的却很少;疾病的发

生仅限于人际接触的发生率,同时考虑垂直传染因

素不多;采用连续接种控制疾病传播较多,而在既有

人口输入又有人口输出时采取隔离措施却很少见.
本文根据文献[1-12]的建模思想,将总人口划分为

易感者、染病者和恢复者三类,建立基于总人口变动

和隔离措施及垂直传染的SIQS传染病模型如下:

dS
dt=(1-p)Λ+b(S+Q)+(1-q)bI-

  βIS
N -(ρ+μ)S+υI+(δ-θ)Q

dI
dt=pΛ+βIS

N +qbI-(ρ+μ+υ+α+ε+θ)I

dQ
dt=εI-(ρ+μ+δ)Q,N =S+I+Q
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(1)
式中,S,I,Q 分别表示易感者、染病者、隔离者,μ
为三类人群迁出的比例系数,N 表示人口总数,ρ
为自然死亡率,α为染病者的因病死亡率,ε染病者

的隔离率.本文采用的记号满足

k=μ+ρ-b,m=ρ+μ+υ+α+
ε+θ-qb,n=ρ+μ+δ.

其中,系数Λ,b,β,ρ,μ,υ,δ,α,ε,k,m,n 均为正的

常数.
关于模型(1)的有关假设与说明如下:
(I)Λ 表示单位时间内从外界迁入者的总数,其

中p,1-p 为迁入者中染病者和易感者所占的比例

(0≤p<1).

(Ⅱ)β
I
N

为标准发生率,β为易感者与染病者接

触而染病的概率.
(Ⅲ)隔离者移除的比例系数为δ,其中转为易

感者的比例系数为δ-θ,转为染病者的比例系数为

θ(0≤θ≤δ).
(Ⅳ)b为三类人群的出生率,q 表示染病者的

垂直传染率(0≤q<1).
(Ⅴ)考虑到人口流动性较大,使得每一类个体

的出生率小于自然死亡率与迁出率之和(μ+ρ>
b),并假定垂直传染发生率相对较低(ρ+μ+υ+α
+ε+θ>qb).

由模型(1)的各式相加可得
dN
dt=Λ-kN-αI,

因此模型(1)的可行域为

D={(S,I,Q)|0≤S+I+Q ≤
Λ
k
}.

  为方便起见,引入如下记号:

R01=β
m
,R02=βn(k+θ)+ε(k+θ)+αn  

mαn
,

R03=
p(α1n+α2ε)2+2βnn(k+θ)+ε(k+θ)  +βαn2

mn2α
.

因n(k+θ)+ε(k+θ)+αn>αn 以及

R02=
n(k+θ)+ε(k+θ)+αn  

αn R01,

R03=
p(αn+αε)2+βnn(k+θ)+ε(k+θ)  

mαn2 +R02,

易见R03 >R02 >R01.
本文主要在可行域D 上分析模型(1)的无病平

衡点和地方病平衡点的存在性,然后建立无病平衡

点和地方病平衡点全局渐近稳定性的代数判据,最
后给出模型(1)所描述的传染病的传播规律性.

1 理论依据

为便于以下证明,现将模型(1)的无病平衡点和

地方病平衡点的存在性定理等作为引理.
当p=0时,迁入者中只有易感者,这时模型

(1)的平衡点坐标满足方程组

Λ-βIS
N -kS+ (1-q)b+υ  I+

  (b+δ-θ)Q=0

βIS
N -mI=0

εI-nQ=0

􀮦

􀮨
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􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

以及Λ-kN -αI=0在集合D 内的非负解.
由方程组(2)易知,模型(1)存在一个无病平衡

点E°(S°,0,0);当R01>1时,除无病平衡点外,还

存在一个地方病平衡点E(S􀮨,I􀮨,Q􀮨),其中,

S°=
Λ
k
,S􀮨=

mN0

β
,I􀮨=

Λ-kN0

α
,

Q􀮨=
ε(Λ-kN0)

αn
,N0=

B0

B1
.

N0 是方程B1N -B0 =0的唯一正根,并且满足

0<N0=
B0

B1
<

Λ
k
,这里,

B1=k[βn(k+θ)+βε(k+θ)+(β-m)αn],
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B0=βΛ[n(k+θ)+ε(k+θ)].
  基于上述分析,有如下结论:

引理1.1 当p=0时,模型(1)在域D 上存在

一个无病平衡点E°(S°,0,0);如果R01 >1,那么

模型(1)在域D 上除无病平衡点E°(S°,0,0)外,还

存在一个地方病平衡点E(S􀮨,I􀮨,Q􀮨).
当0<p≤1时,迁入者中有易感者和染病者,

模型(1)的平衡点坐标是方程组

(1-p)Λ-βIS
N -kS+ (1-q)b+υ  I+

  (b+δ-θ)Q=0

pΛ+βIS
N -mI=0

εI-nQ=0

􀮦

􀮨

􀮧
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􀪁􀪁
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(3)
以及Λ-kN -αI=0在集合D 内的非负解.由方

程组(3)可知,S,I,Q 满足

S=
N{(1-p)Λαn+[n (1-q)b+υ  +ε(b+δ-θ)](Λ-kN)}

βn(Λ-kN)+kαnN

I=
Λ-kN

α
,Q=

ε(Λ-kN)
αn

􀮦

􀮨

􀮧
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􀪁

(4)

  将式(4)中的S,I 代入方程组(3)的第2个方

程,整理可得C2N2+C1N +C0=0,其中,

C2= -nk2[β(n(k+θ)+ε(k+θ))+(β-m)αn],

C1=Λk[pα2n2+2βn(n(k+θ)+
ε(k+θ))+(β-m)αn2],

C0=-Λ2βn(n(k+θ)+ε(k+θ)).
  引入记号:

G(N)=C2N2+C1N +C0=C2(N +N􀮨)2+h,

N􀮨=
C1

2C2
,h=-

C2
1-4C2C0

4C2
=-

Δ
4C2

.

  由以上可见,G(N)是一条抛物线,G(0)=

C0 <0,G(
Λ
k
)=Λ2pα2n2 >0.

①当R03>1>R02时,C2>0,C1>0,C0<0,

Δ>0,G(N)是开口向上的抛物线且顶点横坐标N􀮨

落在N 轴的负半轴上;h<0,G(0)<0,G(
Λ
k
)>0,

因此存在N(1)∈ (0,
Λ
k
),使得G(N(1))=0;

②当R02<R03<1时,C2>0,C1<0,C0<0,

Δ>0,G(N)是开口向上的抛物线且顶点横坐标N􀮨

落在N 轴的正半轴上;h<0,G(0)<0,G(
Λ
k
)>0,

因此存在N(2)∈ (0,
Λ
k
),使得G(N(2))=0;

③当R03>R02>1时,C2<0,C1>0,C0<0,
此时,

Δ=2Λ2k2pα2n3[2β(n(k+θ)+
ε(k+θ))+(β-m)αn]+

Λ2k2p2α4n4+Λ2k2n2(mαn-βαn)2 >0;

故G(N)是开口向下的抛物线且顶点横坐标N􀮨 落在

N 轴的正半轴上;h>0,G(0)<0,G(
Λ
k
)>0,因此

存在N(3)∈ (0,
Λ
k
),使得G(N(3))=0,同时还存

在N(4)使得G(N(4))=0,但N(4)>
Λ
k.

综上,将方程C2N2+C1N+C0=0在区间(0,
Λ
k
)内存在唯一正根,统一表示为N*.把N* 代入

式(4)可 得 模 型 (1)的 唯 一 地 方 病 平 衡 点 为

E*(S*,I*,Q*).由此,获得如下引理:
引理1.2 当0<p≤1时,如果满足下列条件

之一:①R03 >1>R02;②R02<R03<1;③R03

>R02>1,则模型(1)在域D 内仅存在一个地方病

平衡点E*(S*,I*,Q*).
引理1.3(广义Bendixson-Dulac定理) 设f:

R3 →R3 是一个Lipschitz连续向量场,Γ(t)是有

向光滑曲面S∈R3 的边界曲线,它是闭的,分段光

滑的.若g:R3→R3 在S 的某邻域光滑,且对一切

t满足g Γ(t)  ·f Γ(t)  ≤0(≥0),在S 上有

Curlg  ·n ≥0(≤0)且 S 上 有 一 些 点 满 足

Curlg  ·n>0(<0).这里n是曲面S 的单位法

向量,则Γ(t)不可能由系统
dx
dt=f(x)的轨线组

成,Γ(t)的方向与n 成右手系.

2 主要结果

定理2.1 当0≤p≤1时,模型(1)在D 内不
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存在周期解.

证明 作变换:x=
k
ΛS,y=

k
ΛI,z=

k
ΛQ,dτ=

kdt,变换后τ 仍标为t,将模型(1)化为如下等价

系统:

dx
dt=1-p-x+[(1-q)a1+a2]y-

  a3
xy

N
︿ +(a1+a4-a5)z

dy
dt=p+a3

xy

N
︿ +(qa1-a1-a2-

  a5-a6-a7-1)y
dz
dt=a6y-(1+a1+a4)z

dN
︿

dt =1-N
︿

-(a5+a7)y-a5z

N
︿

=x+y+z=
k
ΛN

􀮦

􀮨

􀮧
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(5)

式中,

a1=
b
k
,a2=

υ
k
,a3=β

k
,a4=

δ
k
,

a5=
θ
k
,a6=

ε
k
,a7=

α
k.

由此可见,域D 化为集合Ω={(x,y,z)|0<x+
y+z≤1},它为系统(5)的正向不变集.令

E= {(N
︿
,y,z)∈Ω N

︿

=1-(a5+a7)y-a5z}=
{(x,y,z)∈Ω x+(1+a5+a7)y+(1+a5)z=1}.
  由于Ω 为系统(5)的正向不变集,E 的边界不

可能是系统(5)的周期解,所以下面仅在域E 的内

部讨论.假设系统(5)在域E 内有周期解φ(t)=
{x(t),y(t),z(t)},φ(t)的轨线Γ 所围成的平面

区域为Π,平面Π位于E 内部.
记f1,f2,f3 分别为系统(5)中三个方程的右

端表达式,f=(f1,f2,f3)T (T代表转置),g(x,

y,z)=
1

xyz
r×f (其中r=(x,y,z)T ),易知g·

f=0.记g=(g1,g2,g3)T,则有

g1=
f3(x,z)

xz -
f2(x,y)

xy
,

g2=
f1(x,y)

xy -
f3(y,z)

yz
,

g3=
f2(y,z)

yz -
f1(x,z)

xz .

这里,函数f1,f2,f3 是利用关系式x+(1+a5+
a7)y+(1+a5+a8)z=1得到的,分别为

f1(x,y)=1-p-x+[(1-q)a1+a2]y-a3
xy

N
︿ +

a1+a4-a5

1+a5
[1-x-(1+a5+a7)y],

f1(x,z)=1-p-x+
1-x-(1+a5)z
1+a5+a7

[(1-q)a1+a2-a3
x
N
︿]+(a1+a4-a5)z;

f2(x,y)=p+a3
xy

N
︿ +(qa1-a1-a2-a5-a6-a7-1)y,

f2(y,z)=p+a3
x
N
︿[1-(1+a5+a7)y-(1+a5)z]+(qa1-a1-a2-a5-a6-a7-1)y;

f3(y,z)=a6y-(1+a1+a4)z,

f3(x,z)=
a6

1+a5+a7
[1-x-(1+a5)z]-(1+a1+a4)z.

  由于Curlg=
∂g3

∂y -
∂g2

∂z
,∂g1

∂z -
∂g3

∂x
,∂g2

∂x -
∂g1

∂y  
T

,并且

∂g3

∂y -
∂g2

∂z =-
p

y2z-
x+(1+a5+a7)y

z
x
y2

a3

N
︿ -

(1+a5)
1+a5+a7

1
y

a3

N
︿ +

(1+a5)[(1-q)a1+a2]-(a1+a4-a5)(1+a5+a7)
1+a5+a7

1
xy-

a6

z2
,

∂g1

∂z -
∂g3

∂x =-
1

xz2
a6

1+a5+a7
+
1
z2

a6

1+a5+a7
-

x
y

a3

zN
︿ +

1
1+a5+a7

a3

zN
︿ -
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(1-p)
x2z -

[(1-q)a1+a2]
1+a5+a7

x+(1+a5+a7)y
x2z -

(a1+a4-a5)
x2

,

∂g2

∂x -
∂g1

∂y =-
(1-p)
x2y

-
[(1-q)a1+a2]
1+a5+a7

1
x2y

-
p

xy2+
1

1+a5+a7

1
y

a3

N
︿ +

(1+a5)[(1-q)a1+a2]
1+a5+a7

z
x2y

-
z

x2y
(a1+a4-a5).

取E 的法向量n=(1,1+a5+a7,1+a5)T,所以

Curlg  ·n=-
p

y2z-
(x-y)2+2[a5+a7+(1+a5+a7)(a5+a7)]xy

y2

a3

zN
︿ -

a6

xz2-

[1+a5+
(a1+a4-a5)(1+a5+a7)

1+a5+a7
]1
x2y

-
(1+a5)[(1-q)a1+a2]

x2 -

(1-p)(1+a5+a7)+[(1-q)a1+a2][x+(1+a5+a7)y]
x2z <0.

  则由引理1.3知,模型(1)在D 内不存在周期

解.证毕.
定理2.2 当p=0且R01≤1时,模型(1)在域

D 上的无病平衡点E°(S°,0,0)是全局渐近稳定的;
当p=0且R01>1时,模型(1)在域D 上的无病平

衡点E°(S°,0,0)是不稳定的.
证明 当p=0时,模型(1)等价于系统:

dN
dt =Λ-kN -αI

dI
dt=β(N -I-Q)I

N -mI

dQ
dt=εI-nQ

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

  此时模型(1)的无病平衡点E°(S°,0,0)对应

系统(6)的无病平衡点E0(N°,0,0),这里N°=S°.
系统(6)在无病平衡点E0(N°,0,0)处的Jacobian
矩阵为

J(E0)=
-k -α 0
0 β-m 0
0 ε -n  ,

  特征方程为 (λ+k)(λ-β+m)(λ+n)=0,特
征值为

λ1=-k,λ2=β-m=m(R01-1),λ3=-n.
  当R01 <1时,特征值均为负值,E0(N°,0,0)
点是局部渐近稳定的,即模型(1)的无病平衡点

E°(S°,0,0)是局部稳定的;当R01>1时,因λ2>0,
故E0(N°,0,0)点是不稳定的,即模型(1)的无病平

衡点E°(S°,0,0)是不稳定的.
进一步地,可以证明当p=0且R01 ≤1时,模

型(1)的无病平衡点E°(S°,0,0)是全局渐近稳定

的.构造Lyapunov函数V0(t)=I,沿着模型(1)的
轨线直接计算V0(t)的导数,得
dV0(t)
dt = βS

N -m􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 I= β-β(I+Q)

N -m􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 I=

m(R01-1)-β(I+Q)
N

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 I≤0.

  由此可见,模型(1)的第2个方程的平衡位置

I=0是全局吸引的,即I→0(t→+∞).据此,易知

模型(1)的第3个方程的平衡位置Q =0是全局吸

引的,即Q →0(t→+∞).进而,由模型(1)得到极

限方程

dS
dt=-k(S-S°).

  构造Lyapunov函数V1(t)=
1
2
(S-S°)2,沿

着该极限方程的轨线直接计算V1(t)的导数,得
dV1(t)
dt =-k(S-S°)2 ≤0.

这表明极限方程的平衡位置S=S°是全局吸引的,
即Q →0(t→+∞).

由极限系统理论[1]可知,模型(1)与它的极限系

统有着相同的动力学性态,因此当p=0且R01≤1
时,模型(1)在域D 上的无病平衡点E°(S°,0,0)是

全局渐近稳定的.证毕.
定理2.3 当p=0且R01>1时,模型(1)在域

D 上的地方病平衡点E(S􀮨,I􀮨,Q􀮨)是全局渐近稳

定的.
证明 当p=0且R01 >1时,模型(1)等价于

系统(6),此时模型(1)的地方病平衡点E(S􀮨,I􀮨,Q􀮨)

对应系统(6)的地方病平衡点E(N0,I􀮨,Q􀮨).

682 中国科学技术大学学报 第50卷



系统(6)在地方病平衡点 E(N0,I􀮨,Q􀮨)处的

Jacobian矩阵为

J(E)=

-k -α 0
(β-m)I􀮨

N0
-βI􀮨

N0
0

0 ε -n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

  特征方程为λ3+a1λ2+a2λ+a3=0,其中,

a1=βI􀮨

N0
+n+k,

a2=
(n+k)βI􀮨+α(β-m)I􀮨

N0
+nk,

a3=
αn(β-m)I􀮨+nkβI􀮨

N0

皆为正数.因Δ1 =a1 >0,易验证Δ2 =a1a2 -
a3 >0,Δ3 =a3Δ2 >0,则由 Routh-Hurwitz判

据[9]可知,特征方程的根均具有负实部,E(N0,I􀮨,

Q􀮨)点是局部渐近稳定的.根据定理2.1,模型(1)的

地方病 平 衡 点 E(S􀮨,I􀮨,Q􀮨)是 全 局 渐 近 稳 定 的.
证毕.

定理2.4 当0<p≤1时,且满足引理1.2中

的条件之一,模型(1)在域 D 内的地方病平衡点

E*(S*,I*,Q*)是全局渐近稳定的.
证明 当0<p≤1时,模型(1)等价于系统:
dN
dt =Λ-kN -αI

dI
dt=pΛ+β(N -I-Q)I

N -mI

dQ
dt=εI-nQ

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

  此时模型(1)的地方病平衡点 E*(S*,I*,
Q*)对应系统(7)的地方病平衡点 E*(N*,I*,
Q*).

采用定理2.3的证明方法,易得模型(1)的地方

病平衡点E*(S*,I*,Q*)只要存在就一定是全局

渐近稳定的结论.

3 结论

为更进一步验证以上结论的正确性,我们对模

型参数进行适当取值,用数学软件作数值模拟.
(Ⅰ)取p=0,Λ=1,k=0.02,α=0.01,β=0.4,

m =0.5,ε=0.3,n=0.02,满足p=0且R01≤1,
由定理2.2知无病平衡点E°(S°,0,0)是全局渐近

稳定的,数值模拟如图1所示.

图1 无病平衡点E°全局渐近稳定图

Fig.1 Globalasymptoticstableofdisease-freeequilibriumE°

(Ⅱ)取p=0,Λ=1,k=0.02,α=0.01,β=0.5,
m =0.4,ε=0.3,n=0.02,满足p=0且R01>1,

由定理2.3知地方病平衡点E(S􀮨,I􀮨,Q􀮨)是全局渐

近稳定的,数值模拟如图2所示.

图2 地方病平衡点E 全局渐近稳定图

Fig.2 GlobalasymptoticstableofendemicequilibriumE

(Ⅲ)取p=0.01,Λ=1,k=0.02,α=0.01,

β=0.4,m=0.5,θ=0,ε=0.3,n=0.02,满足

0<p≤1,因为恒有R03 >R02,由定理2.4知地

方病平衡点E*(S*,I*,Q*)是全局渐近稳定的,
数值模拟如3图所示.

图3 地方病平衡点E*全局渐近稳定图

Fig.3 GlobalasymptoticstableofendemicequilibriumE*
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本文所考虑的既有外来人口输入,又有人口输

出的SIQS传染病模型,具有实际意义和应用价值.
由定理2.2和定理2.3可知,如果系统中的外界输

入者中没有染病者,那么R01 是疾病在该系统中流

行与否的阀值.当R01 ≤1时,传染病将从该系统中

逐渐灭绝;当R01 >1时,传染病将在该系统中持续

且易感者、染病者和恢复者趋于一组定值上.由此

可见,通过加大隔离可以防控传染病的流行蔓延.
由定理2.4可知,当系统中的外界输入者中有易感

者和染病者时,并且满足引理1.2的条件之一,传染

病将在该系统中持续且易感者、染病者和恢复者趋

于一组定值上,此时R02 和R03 只是地方病平衡点

存在的阀值,通过隔离措施不能根除传染病,但适当

的隔离率可使得R02 <R03 <1,进而获得较大的

N* 使之减小染病者平衡态I* 的规模.
综上所述,在防控传染病中采取隔离措施是必

要的,可以最终消除传染病或将传染病控制在相对

较低的地方病平衡点上.
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