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摘要:为了解决多元回归问题中高维数据的复共线性,有一种方法是构造惩罚函数,来对估计矩阵

的秩进行约束,它被称为降秩回归.为了得到更精确的估计,这里考虑用硬阈值函数做奇异值惩罚

函数.通过局部线性近似方法,将原本的估计转换为可计算的模型.这个新的模型是可计算的且是

连续的.在模拟和真实的数据集上与其他的模型进行实验比较分析,结果表明,这种估计在大部分

情况下比一些常用的降秩估计拥有更高的精度.
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usedforsolvingthe multi-collinearity ofhigh-dimensional multivariateregression.Herea hard-
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0 引言

目前,随着互联网和存储技术的大力发展,大数

据的概念已普及,人们越来越倾向于使用海量数据

来进行分析,这些数据常常有比较高的维度.如何从

高维数据中准确而快速地得到有效信息成为当前统

计学研究的热点问题.在处理高维回归问题时,由于

数据维度的增加,模型变得更加复杂,因此往往有过

拟合的风险,所以必须使用一些新方法来处理高维

回归问题.



降秩回归是一种处理高维多元线性回归问题的

常见手段.这种方法的原理是通过降低估计矩阵的

秩来降维从而易于估计.对于多响应问题来说,其中

一种使用的方法是对Frobenius范数引出的损失函

数添加一个惩罚函数来除去信息量较少的维度.由
于因子的选择通常与估计的奇异值相关,且奇异值

的个数就是矩阵的秩,因此这个惩罚函数通常是系

数矩阵奇异值的函数.
2006年,Yuan 等[1]提 出 了 因 子 估 计 选 择

(factorestimationandselection,FES)方法,这种方

法通过收缩和降维来进行估计,与其他的方法相比

估计的性能较好.它的惩罚函数是系数矩阵奇异值

的L1 惩罚,即 KyFan1-范数.这个惩罚使得奇异

值变得稀疏,同时实现了降秩和估计收缩[2].2010
年,Bunea等[3]提出了秩选择准则(rankselection
criterion,RSC)方法,它的惩罚函数是系数矩阵奇

异值的L0 惩罚,这种方法的模型比前一个简单,因
为它直接对秩进行惩罚,所以对变量个数的选择比

较精准[4],对n 较小的情况估计也较好.这两种方

法分别对应软阈值函数和硬阈值函数.除此之外,还
有一些比较复杂的模型及惩罚函数,如自适应核范

数[4],平 滑 裁 剪 绝 对 偏 差 (smoothly clipped
absolutedeviation,SCAD)[5]和elasticnet[15]等.

Zheng等[6]提出了一种新的惩罚函数,这种惩

罚函数和L0 惩罚函数经过同样的变换都可以得到

硬阈值函数,他们将这种惩罚函数命名为硬阈值惩

罚函数并将它运用于单响应变量高维多元线性回

归,在有关糖尿病的真实数据统计中获得较好的统

计结果.
本文将这种惩罚函数用于多响应高维多元线性

回归中,对系数矩阵的奇异值进行惩罚.它和FES
及RSC都成功地规避了最小二乘法所带来的过拟

合风险,并同时在一定程度上弥补了后两者的缺陷.
对比FES方法,它对不同的因子附加不同的权重,
使得估计的秩更加精准,而不像FES方法那样估计

的秩通常偏大;对比RSC,它给出的解的路径是连

续的,并且在使用参数的选择时更加灵活,并且性能

也会得到提升.
在本文中,首先,建立了一个标准的多响应多元

线性回归模型,对它的Frobenius范数损失函数加

上一个奇异值硬阈值惩罚.其次,定义了变量n-1/2

标准化后的全局属性,发现这种惩罚函数与RSC方

法的相似性(实际上它就是RSC方法的推广),并证

明了预测变量与响应变量在选择时的损失是有界

的,即满足Oracle不等式.接下来,由于这个惩罚函

数非凸,利用局部线性近似估计方法来将模型变为

可计算的形式.最后,将这个得到的模型进行模拟和

真实数据实验,与之前提到的FES和RSC方法进

行对比,发现该模型在大多数情况拥有更高的精度.

1 模型建立

对多元统计分析来说,通常定义是:它有n 个

样本,q个响应变量y=(y1,…,yq)'和p 个解释变

量x=(x1,…,xp)',然后模型为

Y=XB0+E (1)
式中,Y=(y1,…,yn)'是一个n×q 矩阵,X=(x1,
…,xn)'是一个n×p 设计矩阵,B0 为p×q 系数矩

阵,E=(e1,…,en)'是回归噪声,其中e'is独立同分

布于N(0,Σ),r*=rank(B0)是因子矩阵B0 的秩,

rx=rank(X)是设计矩阵X 的秩.为了使所有的协

变量都符合一个共同的尺度,我们假设每个协变量

xj 都被调整为L2 范数为n1/2,与截距的常数协变

量1相匹配.此时,有n-1XTX=Ip,这个过程被称

为n-1/2 标准化,因为 X 乘以n-1/2 后是一个正交

矩阵.
为了得到高维回归问题(1)比普通最小二乘估

计的解BLS=(X'X)-X'Y 更好的解,可以通过估

计取下面函数的极小值点来估计B0:

1
2J
(B)+P(B) (2)

式中,B∈RRp×q,J(B)=‖Y-XB‖2F 是标准差,

‖·‖F 是Frobenius范数,P(B)是惩罚函数,其

中至少包含一个调节惩罚函数的参数λ.
降秩回归是对估计矩阵的秩做惩罚.由于在通常

情况下认为估计矩阵的奇异值就是因子,同时矩阵秩

的个数与奇异值个数相等,因此可以用奇异值惩罚来

进行估计.对任意矩阵M∈RRm×n都可以分解为M=
UDV'的形式,这被称为奇异值分解,其中U∈RRm×m

以及V∈RRn×n都是正交矩阵,而且D∈RRm×n 是一

个对角矩阵.其中,D=diag{d11,d22,…,drr}并且

r=rank(M)≤min(m,n),同时{d2
11,d2

22,…,d2
rr}

都是矩阵M'M 的特征值.奇异值惩罚函数是对估

计矩阵的奇异值做惩罚,换句话说,这些惩罚函数

P(B)可以写成P(d11,d22,…,drr)的形式.观察一

些常见的惩罚函数,例如,L0惩罚函数的定义是

Pλ(B)=λ·rank(B)=λ∑
p∧q

i=1
I(σi(B)≠0),

其中I(·)是示性函数,而且σi(B)表示的是矩阵
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B 的第i大的奇异值;L1 惩罚函数[1]

Pλ(B)=λ‖B‖* =λ∑
p∧q

i=1
σi(B);

L2 惩罚函数[7]

Pλ(B)=λ‖B‖2F =λ∑
p∧q

i=1
σ2i(B);

Schatten-bquasi-norm 惩罚函数[8]

Pλ(B)=λ∑
p∧q

i=1
σb

i(B);

它们都用的是奇异值惩罚函数.
所谓降秩回归,实际上就是控制估计B 的秩r.

秩r代表估计的因素的个数.如果将r降得比较小,
那么估计会避免过拟合,但太少的r 会导致估计矩

阵无法描述因素之间的关系,即欠拟合.所以控制矩

阵的秩在这里十分重要,同时由于离散性,控制的过

程在某种意义上是非常不稳定的,某些数据的微小

变化可能导致非常不同的估计.
考虑使如下最小二乘函数最小的B:

Q(B)=
1
2n‖Y-XB‖2F +‖pλ(σi(B))‖1

(3)
式中,σi(B)是B 中第i大的奇异值.定义奇异值向

量函数SV 和奇异值向量β:

β=SV(B)=(σ1(B),σ2(B),…,σr(B)).
式中,r是矩阵B 的奇异值数目,然后定义

pλ(β)=                  
(pλ(σ1(B)),pλ(σ2(B)),…,pλ(σr(B)))'.

考虑惩罚函数pλ(t),它的定义域是t∈[0,+∞),
值域是pλ(t)≥0,假设惩罚函数关于t和λ递增,而
且pλ(0)=0.这表明惩罚力度随着参数λ 的大小

和惩罚参数的增加而增加.在n-1/2 标准化后,设计

矩阵 X 乘上n-1/2 会变成正交矩阵,也就是说,

n-1X'X=Ip.此时,Q(B)可以变为

Q(B)=
1
2‖B

︿
ols -B‖2F +‖pλ(σi(B))‖1,

其中B
︿
ols=n-1X'Y 是原回归的标准最小二乘估计.

本文将要讨论的奇异值惩罚函数pλ(σi(B))为

pH,λ(t)=
1
2
{λ2-(λ-t)2+},t≥0 (4)

它与L0 惩罚pH0,λ
(t)=2-1λ21{t≠0},t≥0,十分接

近,当t≥λ的时候,两种惩罚的力度是一样的.事实

上,通过计算argmin
X

‖X-B‖2F+‖pλ(X)‖1
(X,B 均为n×1向量)的解,可以发现它们的解都

是{Xi=BiI{|Bi|>λ}
},即硬阈值函数,因此将这个新

设定的惩罚函数命名为硬阈值惩罚函数.这个结果

说明本文给出的惩罚函数与L0 惩罚有着十分密切

的关系.

2 相关定义、定理证明

2.1 模型成立条件

显而易见,硬阈值奇异值惩罚函数是一种连续

的非凸惩罚函数,为了方便计算和研究,将它和与它

接近的L0 惩罚函数联系起来.先考虑Y 是一维,即

q=1(y=Xβ+E,Q0(B)=‖y-Xβ‖2F +pλ(β),

pλ 对β而不是B 的奇异值作惩罚)的简单情况,可
以得到如下引理.

引理2.1 对硬阈值惩罚函数pH,λ(t)和L0 惩

罚函数pH0,λ
(t),沿着第j个坐标轴最小化Q0(B),

其中1≤j≤p,对任意p 维向量βj 第j 个成分为

零,考虑如下形式的坐标变量全局极小点β(z)=
z1{|z|>λ},有z=n-1(y-Xβj)'Xj.

证明 对硬阈值惩罚函数pH,λ(t)和L0 惩罚

函数 pH0,λ
(t),它们关于argmin

X
‖X-B‖2F +

‖pλ(X)‖1 的解是一样的{Xi=Bi1{|Bi|>λ}
},考虑

Q0(B)沿着第j个坐标轴最小化的表现形式为

argmin
βj

1
2n‖yj -Xjβj‖2F +pλ(βj)=

argmin
βj

‖βj -X'jyj‖2F,

所以这两种惩罚函数在q=1时有相同的解β(z)=
z1{|z|>λ},z=n-1(y-Xβj)'Xj.

接下来考虑Y∈RRn×q的情况:将B 分解为B=
Udiag{σ1(B),σ2(B),…}V',由于任何矩阵乘正交

矩阵后奇异值不变,那么

Q(B)=                  
1
2‖B

︿
ols -Udiag{σ1(B),σ2(B),…}V'‖2F +

‖pH,λ(SV(B))‖1=
1
2‖Uolsdiag{σ1(B

︿
ols),…}Vols'-

Udiag{σ1(B),σ2(B),…}V'‖2F +
‖pH,λ(SV(B))‖1=
1
2‖diag

{σ1(B
︿
ols),…}-

diag{σ1(B),σ2(B),…}‖2F +
‖pH,λ(SV(B))‖1.

因此Q(B)的最小值解B 的奇异值向量SV(B)同

时是Q0(β)=‖SV(B
︿
ols)-β‖22+‖pH,λ(β)‖1 的

最小值解.这个结果将Y∈RRn×q与y∈RRn的情况联
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系了起来.但两种估计是有差别的,显然不能保证两

个估计量相同.
众所周知,高共线性通常与大规模数据集相关.

高的共线性会导致估计的稳定性较差,甚至在回归

问题中模型可辨识性的损失.更具体地说,可能存在

另一个与β0 不同的p 维向量β1,使得 XUβ1V'与

XUβ0V'几乎相同,当维数p 与样本大小n 相比较

大时,为了保证模型的可辨识性和减小模型不稳定

性,必须控制稀疏模型的大小,因为从几何角度可以

清楚地看出协变量之间的共线性随着维数的增加而

增加.这种思想在文献[9]中被用于稀疏恢复问题,
即 (1)的无噪声情况.为了保证β0 的可辨识性,引
入了火种的概念,计为spark(X),用于设计矩阵X,
其定义为最小数量的τ,使得存在X 的一个线性相

关的τ列子集,特别地,只要s<spark(X)/2,β0 是

唯一的,它提供了模型可辨识性的基本条件.
由于变量要在存在噪声的情况下选择,扩展鲁

棒火种概念如下:
定义2.1 对一个n×p 并且有界c的设计矩

阵X,有鲁棒火种 M=rsparkc(X).其中c定义为

考虑最小的τ使得n-1/2X 存在τ 列构成的子矩阵

的奇异值具有小于给定的正常数c.
定义2.1中 M=rsparkc(X)的一种等价表示

是最大的符合下列不等式的τ:
min

‖δ‖0<τ,‖δ‖2=1
n-1/2‖Xδ‖2 ≥c (5)

这个不等式提供了稀疏模型的共线性的自然约束,
它由文献[9]提出来解决稀疏恢复问题,将用于定理

2.1的证明.由s的定义,有s<M/2,并在下面的条

件2.2中,它的约束条件与文献[10]的条件相似.约
束特征值条件假设(1)和L0 范数约束‖δ‖0<τ取

代L1 范数约束‖δJc
0‖1≤c0‖δJ0‖1(对于某些

正常数c0,其中J0⊂{1,…,p}以及‖J0‖≤s'),
其中Jc

0 是J0 的补集,而且δA 表示δ 在给定集合

A 中由具有指数的部分组成的子向量.鲁棒性条件

s<M/2需要 (1)中至少有τ≥2s+1.因为L0 范

数约束通常定义在L1 范数约束时s'=2s 的子集

上,因此鲁棒性条件通常弱于特征值约束条件.容易

得出鲁棒火种rsparkc(X)与c负相关,而且当c→
0+时趋于spark(X).因此M 一般可以是任何不大

于n+1正整数.考虑正则估计量B
︿

关于坐标子空

间的并集SS M/2={B∈RRp×q:‖β‖0<M/2},因此,
本文定义的全局最优解为

B
︿
=argmin

B∈SSM/2
Q(B) (6)

式中,Q(B)的定义见式(3).
为了便于技术分析,类比文献[6]定义约束条

件,给出以下两个正则条件.
条件2.1 对所有Eijs,它们服从均值为0的

正态分布,方差最大为σ2.
条件2.2 因为s<M/2,s=o(n),以及

b0= min
j∈supp(β0)

|β0,j|>              

(16/c2 ∧1)c-1(σ
(p + q)

n
+
c2 lnn

n
)2s+1,

其中M 是X 的鲁棒火种,由定义2.1,它的界为c,

c2≥ 2σ是一个正常数.
条件2.1是线性回归模型的标准结构.用高斯

误差分布的假设来简化技术参数.实际上这个条件

并不是必要的,定理2.1对于其他的误差分布也会

成立,例如文献[11]的2.1节中的例子.再考虑条件

2.2,前半部分的s<M/2对包含鲁棒火种的大小为

s的真实模型设置稀疏约束,即需要这样一个鲁棒

火种条件来确保模型的可辨识性.通常假设样本大

小n 与真协变量s的比发散,即,s=o(n),因此可以

获得β0 的一致估计.
2.2 模型整体性质和收敛效果

基于引理2.1,正则化参数λ 对硬阈值惩罚函

数pH,λ(t)和L0 惩罚pH0,λ
(t)的约束力度相同,因

此选择适当的足够大的正则化参数λ来抑制所有的

噪声协变量并保留重要的协方差参数可以确保模型

选择一致性.这种方法被证明是在对模型的一致性

和阈值回归Oracle不等式定理有效.
这个有效性的证明见文献[12].
定理2.1 假设条件2.1和2.2成立并且

c-1(σ
(p + q)

n
+
c2 lnn

n
) 2s+1<

λ<b0(1∧ c2/2).
然后对硬阈值惩罚函数pH,λ(t)和 L0 惩罚函数

pH0,λ
(t),考虑对一些正常数c'2> 2σ,这两种惩罚

函数的正则估计B
︿

在B
︿
≥1-e-

nθ2(p+ q)2

2σ2 -e-
2nθ20r

*

σ2

的概率下同时满足下面条件:
(a)模型变量选择一致性:

rank(B
︿)=rank(B0);

  (b)预测损失:

n-1/2‖X(B
︿
-B0)‖F ≤

42sσ
cn

+
2c'2 slnn

cn
;

  (c)估计损失:
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‖B
︿
-B0‖m ≤

42s(1/2+1/m)σ
c2 n

+
2c'2s1/m lnn

c2 n
;

对任意m∈[1,2]成立且当m=∞ 与m=2时,这

个估计损失上界是相同的.
定理2.1的证明见附录.
将式(1)两边同时乘以(X'X)-1X',得到

(X'X)-1X'Y=B0+(X'X)-1X'E,
因此,为了保证估计的可靠性,估计B 的奇异值要

大于误差(X'X)-X'E=
1
n X'E 的奇异值.现在讨

论
1
nX'E.

1
nX'E 是一个p×q矩阵而且d1(

1
nX'E)

是
1
nX'E 的最大奇异值.可以通过下面的方法来估

计这个值.
定义2.2 (亚高斯随机变量)定义一个随机变

量X 具有亚高斯性当存在亚高斯矩K>0使得

P(|X|>t)≤2e-t2/K2,t>0 (7)
  亚高斯随机变量的例子包括正态随机变量、±1
值和一般所有有界随机变量.

设A 为n1×n2 随机矩阵,它的每个元素为亚

高斯随机变量,且各项独立,均值为0,亚高斯矩有

限,那么它具有如下性质:

P(d1(A)>C(n1 + n2)+t)≤2e-ct2 (8)
式中,d1(A)是A 的最大奇异值,C,c均为正常数.

因为X 是一个n-1/2 标准化设计矩阵,而1
nX'E 是

一个p×q 随机矩阵,它是各项独立,均值为0,亚
高斯矩有限的亚高斯随机变量可参考文献[12],因

为
1
nX'Eij~N(0,σ2/n),那么有

P(d1(
1
nX'E)>C(p + q)+t)≤e-ct2/2

(9)

式中,C=σ/n而且c=n/σ2,也就是说

P(d1(
1
nX'E)>

σ
n
(p + q)+t)≤e-nt2/(2σ2)

(10)
  当定理2.1(a)成立时,此时估计的系数矩阵B
的秩为r*,B 通过奇异值分解为B=UDV',式(1)
等价于

YV=XUD+EV,
由于系数矩阵B 的秩为r*,通常认为r*<n(否则

样本量小于因子量,根本无法估计),可以得到

Y0=X0B
︿
0+E0,

其中,Y0∈RRn×r是YV 的子矩阵,X0∈RRn×r是XU
的子矩阵,B

︿
0∈RRr×r是D 的子矩阵,E0∈RRn×r是

EV 的子矩阵.这样就像是把D 中为0的奇异值项

对应的行或列摘去,得到一个浓缩过的式子.定义两

种情况

􀆠={d1(
1
nX'E)≤ (

σ
n

+θ)(p + q)}

(11)
和

􀆠'={d1(
1
nX'0E0)≤ (

σ
n

+θ0)(2r* )}

(12)
其中θ和θ0 都是正常数,有

P(􀆠c)≤e-
nθ2(p+q)2

2σ2 (13)

P(􀆠'c)≤e-
nθ20*2r

*

σ2 (14)
  这两个关于P(􀆠c)和P(􀆠'c)的不等式十分相似,

令式(9)中的t=θ(p+q)得到式(13),在式(14)中

X'0E 是一个r*×r*矩阵,其中r*=rank(B
︿),令式

(10)中的t=2θ0(r* )即可得式(14).定理2.1是基

于情况􀆠1=􀆠∩􀆠'(概 率 至 少 为1-e-
nθ2(p+ q)2

2σ2 -

e-
2nθ20r

*

σ2 ,这个概率当n→∞时趋于1).
为了确保这个概率当n→∞时趋于1,必须使

P(􀆠c)和P(􀆠'c)趋于0.所以可以得到θ和θ0 的约束

条件:θ≥c2
lnn

n(p+ q)
和θ0≥c'2

lnn
n(2r* )

.同

时,注意到r*≤s'=2s,所以 r* ≤ 2s.
利用上述正则化参数λ 的选择,正则化估计关

于Oracle估计量的预测损失在对数因子(lnn/n)1/2

以内,这被称为真正的基础稀疏模型的最小二乘估

计.定理2.1还建立了正规估计量在Lq 估计损失

当q ∈ [1,2]∪∞的Oracle不等式.这些结果同时

以很高的概率收敛到一个与样本大小n 有关的多

项式,其中维度因子p,q允许随样本大小n 快速增

长但被约束在与λ有关的范围.
定理2.1是基于引理2.1的,它们都有一个共

同的特征,即它们的结论对硬阈值惩罚函数和L0

惩罚函数同样适用.这是因为条件2.1和2.2从硬

阈值惩罚函数pH,λ(t)和L0 惩罚函数pH0,λ
(t)得

到的估计是大致相同的.事实上,在不同的预测和变

量选择损失下,它们的Oracle不等式的收敛速度是
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渐近等价的.

3 硬阈值惩罚函数回归求解方法的

实现

3.1 局部线性近似方法

因为硬阈值回归是非凸惩罚回归,因此本文采

用局部线性近似(locallinearapproximate,LLA)方
法来简化这一问题.文献[13]提出了局部线性近似

方法,该方法相对于局部二次逼近和扰动局部二次

逼近具有三个显著的优点.首先,在局部线性近似方

法中,我们不必删除任何小的系数或选择扰动的大

小,以避免数值不稳定.其次,局部线性近似方法是

最佳的凸最小化-最大化(MM)算法,从而通过 MM
算法的提升性质证明了局部线性近似方法算法的收

敛性[14].第三,局部线性近似方法通过连续惩罚产

生稀疏估计,由此我们可以得到一步局部线性近似

方法.计算上,一步局部线性近似方法减轻了迭代算

法中的计算负担,并克服了潜在的局部极大值问题

中最大化非凹惩罚似然.
在惩罚函数的基础上,利用局部线性逼近得到

新的惩罚函数的统一算法,它的原理是

pλ(|βj|)≈pλ(|β
(0)
j |)+      

p'λ(|β
(0)
j |)(|βj|-|β

(0)
j |),

其中,βj≈β
(0)
j .然后我们考虑一步局部线性近似方

法[13],因为在稀疏的线性回归模型中,局部线性近

似方法容易得到一步估计量(即第二步估计与第一

步相同).为了简单起见,把初始估计β
(0)定义为普

通最小二乘估计.然后通过一步估计得到

β
(1)=argmin

1
2‖y-Xβ‖2+ 

n∑
p

j=1
p'λ(|β

(0)
j |)|βj| (15)

此外,我们将该思想推广到新模型,并得到新的一步

估计量:

B(1)=argmin
1
2‖Y-XB‖2+ 

n∑
p

j=1
p'λ(|β

(0)
j |)|βj| (16)

式中,β=(σ1(B),σ2(B),…,σr(B)),而且p'λ(t)=
(λ-t)1{λ>t},t≥0.同样,我们可以进一步定义k步

局部线性近似,但通常情况下因为我们的估计几乎都

是低秩的,它意味着k步局部线性近似与一步局部线

性近似结果基本相同.现在,我们用局部线性近似方

法将问题转化为一个加权lasso惩罚回归模型.
3.2 加权lasso惩罚回归

在前面的部分中,我们发现,如果能够解决加权

lasso惩罚回归,那么可以解决原本的阈值回归问

题.文献[4]提出了一种基于加权L1 核范数,在高

维多元回归中同时降维和系数估计的新方法.它结

合了两个主要优点.首先,这种方法建立了L0 和L1

奇异值惩罚方法之间的桥梁,它可以被视为类似于

文献[13,16-17]开发的自适应lasso单变量回归问

题.其次,惩罚XB,而不是B,这使得降秩估计问题

可以显式和高效地解决,这种思路也被文献[18-19]
在跟踪回归问题中使用.

首先,我们将加权lasso看成是其奇异值的加

权和:

‖B‖*ω =∑
p∧q

i=1
ωiσi(B) (17)

当B∈RRp×q以及σi(B)表示的是B 的第i个奇异

值.然后由于毕达哥拉斯定理,考虑最小化下面最小

二乘惩罚的加权lasso惩罚回归:

1
2‖Y-XB‖F +‖XB‖*λω (18)

当然权重{λωi}必须是非负的和非降的.这表明,如

果惩罚函数∑
p∧q

i=1
pλ(βi)=λ∑

p∧q

i=1
ωiβi 以及0≤ω1≤…

≤ωp∧q,加权lasso惩罚函数回归有一个固定的最

小值.而且当ω1=ωp∧q,新的回归将成为文献[1]中
的一个凸惩罚函数回归.文献[4]中定义Φλω(B)=

diag{σi(B)-λω}+,而且找到一个极小值B
︿λω
s :

B
︿λω
s =BLSVD-Φλω(D)V' (19)

式中,BLS=(X'X)-X'Y 是B 的最小二乘估计,而
且UDV'是XBLS 的奇异值分解.

现在观察新的加权lasso惩罚函数回归,因为

σ1(B)≥…≥σr(B),ωi=(λ-σi(B))I{λ>σi(B)}
,所

以它符合0≤ω1≤…≤ωr,因此,我们可以用文献

[4]中提到的方法来解这个加权lasso惩罚回归.
使用前两节提到的方法,我们得到算法如下:
算法3.1 硬阈值奇异值惩罚函数法的算法

输入:数据矩阵X∈RRn×p,Y∈RRn×q.
输出:控制参数λ,估计矩阵B

︿
.

①计算BLS=(X'X)-X'Y,将BLS 奇异值分解

为BLS=UDV',其中D=diag{d1,d2,…}.
②计算 M =XBLS,将其奇异值分解为 M =

U
︿
D
︿
V
︿
',而且D

︿
=diag{D1,D2,…}.
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③令Ψλ(D
︿)=diag{Dj-(λ-dj)+}n×q.计算

B
︿(λ)=BLSV

︿
D
︿-Φλ(D

︿)V
︿
'.

④求出使tr{(Y-XB
︿(λ))'(Y-XB

︿(λ))}最小

的λ,输出这个λ和对应的B
︿(λ).

4 数据实验

4.1 模拟实验

我们通过进行模拟试验来比较本文和常用的降

秩估计的预测精度和估计精度,在 MATLAB环境

中实现.
秩选择方法[3]:

1
2‖Y-XB‖F +λ2r(B) (20)

其估计记为B(λ)
H .

因子惩罚函数方法[1]:

1
2‖Y-XB‖F +λ‖B‖* (21)

其估计记为B(λ)
N .

本文提出的硬阈值奇异值惩罚函数导出的估计

记为B(λ)
T .

考虑文献[3]中提到的模型.系数矩阵B0 构造

方法为B0=bB1B'2,其中b>0,B1∈RRp×r*,B2∈

RRq×r* 而且所有的B1 和B2 都是从N(0,1)中随机

取样.考虑了模型尺寸的两种情况,分别是p,q<n

或p,q>n,对这两种情况分别定义为模型1和模型

2.在模型1中,设定n=100,p=q=25,r*=10.矩
阵X 通过将其N 行生成为服从N(0,Γ)的随机样

本来构造,其中Γ=(Γij)p×q 而且Γij=ρ|i-j|,0<

ρ<1.在模型2中,设定n=40,p=q=50以及

r*=10,rx =20.矩 阵 X 的 构 造 方 法 是 X =
X0Γ1/2,其中Γ 按之前的方法构造,X0=X1X2,

X1∈ RRn×rx,X2∈ RRrx×p,而且所有 X1,X2 都随

机取样自N(0,1).
数据矩阵Y 的构造方法是Y=XB0+E,其中

E 中的向量都是N(0,1)中的随机样本.每个模拟

模型都有样本大小n,预测维度p,响应维度q,模型

的真实秩r*,设计矩阵的秩rx,相关系数ρ ∈
{0.1,0.5,0.9}和信号强度b ∈ {0.05,0.1,

0.3}.对每种参数设置重复实验500次.
对每种估计方法,模型精度的比例由所有500

次运行均方误差的平均值来测量,其中,估计精度

Est(B)=100‖B0 -B
︿
‖2F/(pq),预 测 精 度

Pred(B)=100‖XB0-XB
︿
‖2F/(nq).表1和2总

结了模拟结果,并列出了模型1和2的各种降秩估

计方法在模拟数据集的精度,为了对比显示降秩估

计的精度,这里还给出标准最小二乘的估计B
︿
LS=

(X'X)-X'Y 的精度,显然相比几种降秩回归估计,
用标准最小二乘得到的估计的精度很低.

表1 模型1下几种估计方法的预测和估计均方误差比较

Tab.1 ComparisonoftheestimationandpredictionerrorsbetweenkindsofestimatorsusingModel1

ρ b B
︿(λ)
H B

︿(λ)
N B

︿(λ)
T B

︿(λ)
LS

0.9

0.05

0.1

0.3

Est 2.5188 1.8966 1.9349 12.4717

Pred 12.1084 10.3944 9.8241 25.1047

Est 5.4326 3.8908 3.9888 12.3816

Pred 15.9801 14.3662 13.2140 24.9531

Est 6.8516 6.6015 6.4370 12.3832

Pred 16.9825 19.3440 16.5322 24.9633

0.5

0.05

0.1

0.3

Est 1.1707 0.8357 0.8328 2.2326

Pred 16.5616 12.1309 12.7897 25.0483

Est 1.3441 1.1876 1.1308 2.2176

Pred 17.4312 16.7349 15.6208 25.0819

Est 1.2488 1.4877 1.2894 2.2130

Pred 16.1706 19.7316 16.7592 24.9704
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续表1

ρ b B
︿(λ)
H B

︿(λ)
N B

︿(λ)
T B

︿(λ)
LS

0.1

0.05

0.1

0.3

Est 0.8663 0.6509 0.6441 1.3721

Pred 17.2422 13.5018 13.2600 24.9085

Est 0.8920 0.8499 0.8038 1.3867

Pred 17.2710 16.9752 15.9131 25.0834

Est 0.8287 1.0029 0.8554 1.3779

Pred 16.1499 19.5502 16.6762 24.9837

表2 模型2下几种估计方法的预测和估计均方误差比较

Tab.2 ComparisonoftheestimationandpredictionerrorsbetweenkindsofestimatorsusingModel2

ρ b B
︿(λ)
H B

︿(λ)
N B

︿(λ)
T B

︿(λ)
LS

0.9

0.05

0.1

0.3

Est 1.0619 0.9796 0.9817 2.3935

Pred 26.9424 25.3367 23.9570 49.7128

Est 3.5015 3.3296 3.3508 4.5724

Pred 30.6724 31.7286 29.2446 50.1377

Est 27.3724 27.7446 27.5443 28.5134

Pred 31.6359 41.8433 32.4029 49.8387

0.5

0.05

0.1

0.3

Est 0.8927 0.8589 0.8631 1.1604

Pred 30.4286 28.6481 27.5724 49.8577

Est 2.1300 2.1086 2.1784 3.4242

Pred 31.4248 34.2855 31.1948 49.8242

Est 27.4722 27.0387 26.8328 27.7922

Pred 32.2655 42.6142 32.5429 49.9537

0.1

0.05

0.1

0.3

Est 0.8544 0.8552 0.8459 1.0719

Pred 31.1134 29.0184 27.8761 50.0675

Est 3.1176 3.2140 3.0945 3.3484

Pred 30.9421 34.7866 31.4131 49.6494

Est 27.2127 27.4195 27.2990 27.5100

Pred 32.0290 41.9950 32.3617 50.2576

  考虑到对每种方法的公平性,调节参数λ 使得

所有的估计矩阵B(λ)
N ,B(λ)

H 和B(λ)
T 恰好取到估计的

最小均方误差,也就是说调节参数λ 来取得最接近

的估计.
通过从表1和2中模型1和2得到的结果,可

以得出以下结论:在模型1中硬阈值回归惩罚函数

估计B(λ)
T 的估计精度与预测精度优于因子惩罚函

数估计B(λ)
N 的和秩选择估计B(λ)

H 的;在模型2中 硬

阈值回归惩罚函数估计B(λ)
T 的与秩选择估计B(λ)

H

的估计精度和预测精度要优于因子惩罚函数估计

B(λ)
N 的,但后者当b较小时精准度比较高.B(λ)

T 在模

型1中表现最好,在模型2中与B(λ)
H 不相上下,总的

来说B(λ)
T 是一种精准度较高的估计方法.而B(λ)

LS是没

有加惩罚函数的结果,明显它的误差要大于三种加了

惩罚函数的估计的.同时我们将ρ=0.1,0.5,0.9
时不同的b 和估计方法得到的Est和Pred求均值

(B(λ)
LS 误差太大不好比较),这样就可以得到图1~4,

这四幅图也可以印证我们之前得到的结论.在表1和

2中,我们还发现当b(信噪比)较小并且ρ(相关系数)
较大时,B(λ)

N 的表现比B(λ)
T 稍好,但此时B(λ)

N 的计算
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量很大而且常常会过拟合[3].

图1 模型1下不同估计方法的平均估计

误差关于b的变化曲线

Fig.1 Curvesofmeanestimateerrorsfrom
differentestimatorsandbinModel1

图2 模型1下不同估计方法的平均预测

误差关于b的变化曲线

Fig.2 Curvesofmeanpredicterrorsfrom
differentestimatorsandbinModel1

图3 模型2下不同估计方法的平均

估计误差关于b的变化曲线

Fig.3 Curvesofmeanestimateerrorsfrom
differentestimatorsandbinModel2

图4 模型2下不同估计方法的平均

预测误差关于b的变化曲线

Fig.4 Curvesofmeanpredicterrorsfrom
differentestimatorsandbinModel2

4.2 实际应用

用breastcancer数据集[20]来进行真实数据测

试,由该数据集由n=89组基因表达数据和比较基

因组杂交数据组成.它也可以在 R 包 PMA 中找

到.它的详细描述参见文献[21].先前的研究已经表

明,某些类型的癌症的特征是RNA异常的改变.生
物学上,在RNA变异上回归基因表达谱是有意义

的,因为与给定基因相对应的DNA部分的扩增或

缺失可能导致该基因表达的相应增加或减少.同样,
由RNA来预测DNA也是有意义的,因为所得到的

预测模型可以识别功能相关的RNA变化.尝试这

两种方法,即设定1:指定染色体的RNA变异作为

预测因子和同一染色体的基因表达谱作为响应;设
定2:逆转预测因子和反应的角色.发现,在设定1
中,这三种方法没有一种能适当地拟合数据,秩选择

准则甚至可能无法得到结果.降秩模型在设定2下

给出了更好的结果.因此,只考虑设定2的结果.现
在设定预测变量和响应变量.按照刚才得到的结论,
指定基因表达谱DNA作为同一染色体的预测变量

和RNA变异作为响应变量,因此p=19672以及

q=2194.当然,本文不使用那样庞大的数据总量,
而使用来自其中一个染色体(21号)的数据.

对21号染色体进行分析,共有44个DNA数

据,227个RNA数据,即,p=227以及q=44.通过

下面的实验来比较各种降秩方法.通过十折交叉法

来实验,同时这些数据被随机分成两组测试数据,其
中ntrain=79(几乎所有数据用作训练)以及ntest=
10,而且正好ntrain>min(p,q)(符合模型1)以及

ntest<min(p,q)(符合模型2).首先对训练数据进
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行估计,通过观察其均方预测误差

MSPE=‖Ytest-XtestB
︿
‖2F/(qntest)

选出使均方误差最小的λ.然后使用测试数据来评

估每个估计方法的预测性能.这个随机的分裂过程

重复100次,所得平均均方预测误差如表3所示.
表3 21号染色体数据训练数据与预测数据的误差比较

Tab.3 Comparisonoftheerrorsbetweenthree

kindsofreducedrankestimatorsintraindata

andtestdataaboutChromosome21

MSPE

B
︿(λ)
H B

︿(λ)
N B

︿(λ)
T

traindata 0.6883 0.7001 0.6796

testdata 0.9324 0.8502 0.8187

  从表3中可以看出,本文提出的新方法的估计

B
︿(λ)
T 在训练集和测试集的误差小于B

︿(λ)
H 和B

︿(λ)
N 的,

说明它的估计精度较优.同时,可以发现对三种方法

都有测试集误差高于训练集误差,这说明对降秩回

归来说n 较大的情形估计较好,即对符合模型1的

数据的预测优于符合模型2的数据的.

5 结论

本文提出了一种使用硬阈值惩罚函数的降秩高

维多元回归模型.该模型使用了一种新的惩罚函数,
通过付出提升计算量的代价来得到更高的估计精

度,此外,还采用了局部线性近似方法来得到这个非

凸问题的解.模拟数据集与breastcancer真实数据

集的实验结果表明,硬阈值惩罚函数方法在精度上

优于一些常见的降秩方法,在需要更高精度的实际

应用中可能会有更好的表现.实际上,还有很多的惩

罚函数现在还没有应用到降秩回归中,它们也许比

硬阈值惩罚函数拥有更高的精度,今后我们将进一

步对它们在降秩回归中的应用展开研究.
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附录

定理2.1的证明

A.1 证明需要的引理

引理A.1 (VonNeumann迹不等式)考虑两个矩阵:A,B∈RRn1×n2.它们的奇异值组成的向量为

σ(A)={a1,a2,…},σ(B)={b1,b2,…},那么有

tr(A'B)=<A,B>≤ <σ(A),σ(B)>=a1*b1+a2*b2…

  引理A.1的证明见文献[22].
A.2 模型变量选择一致性

第一步,我们假设β
︿
=(σ1(B

︿),…,σr(B
︿)),β0=(σ1(B0),…,σr(B0))(r=min(p,q)),任何非零分量的

真实回归系数向量β0 或全局最优解β
︿
比λ 大,这说明‖pλ(β

︿)‖1=λ2‖β
︿
‖0/2,‖pλ(β0)‖1=sλ2/2.所

以,‖pλ(β
︿)‖1-‖pλ(β0)‖1=(‖β

︿
‖0-s)λ2/2.所以,我们用δ代替β

︿
-β0.直接计算

Q(B
︿)-Q(B0)=

1
2n
(tr{(Y-XB

︿)'(Y-XB
︿)}-tr{(Y-XB0)'(Y-XB0)})+

‖pλσi(B
︿)‖1-‖pλσi(B0)‖1.

其中,

tr{(Y-XB
︿)'(Y-XB

︿)}-tr{(Y-XB0)'(Y-XB0)}=

tr{Y'Y-B
︿
'X'(XB

︿
+E)-(XB

︿
+E)'XB

︿
+B

︿
'X'XB

︿}-
tr{Y'Y-B'0X'(XB0+E)-(XB0+E)'XB0+B'0X'XB0}=

tr{(B
︿
-B0)'X'X(B

︿
-B0)}-2tr{E'X(B

︿
-B0)}.

考虑到B'={β'1,…,β'n},然后tr{B'X'XB}=∑
n

i=1
‖Xβi‖2.考虑到鲁棒火种M=rsparkc(X)是使如下不等

式成立的最大的τ:

min
‖δ‖0<τ,‖δ‖2=1

n-1/2‖Xδ‖2 ≥c.

所以有

n-1/2tr{B'X'XB}≥c(max(‖βi‖0)<M,‖B‖F =1).
而且因为引理A.1,有

tr(A'B)≤∑σi(A)σi(B).

由于一个矩阵第一个奇异值最大,所以我们得到条件更松的另一个迹不等式tr(A'B)≤d1(A)∑σi(B),

那么有
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n-1|tr{E'X(B
︿
-B0)}|=n-1|tr{E'XB

︿}-tr{E'XB0}|≤

n-1d1(X'E)|∑(σi(B
︿)-σi(B0))|≤ (

σ
n

+θ)(p + q)‖δ‖1 ≤

(σ
n

+θ)(p + q)‖δ‖1/20 ‖δ‖2.

  将这些式子合并可以得到

Q(B
︿)-Q(B0)≥2-1c2‖δ‖2F -(

σ
n

+θ)(p + q)‖δ‖1/20 ‖δ‖2+(‖β
︿
‖0-s)λ2/2.

所以,

2-1c2‖δ‖2F -(
σ
n

+θ)(p + q)‖δ‖1/20 ‖δ‖2+(‖β
︿
‖0-s)λ2/2≤0.

  现在定义t等于(σ
n
+θ)(p+ q),重新整理这些公式,得到

{c‖δ‖2-
t
c‖δ‖

1/2
0 }2-

t2

c2
‖δ‖0+(‖β

︿
‖0-s)λ2 ≤0.

可以得出

(‖β
︿
‖0-s)λ2 ≤

t2

c2
‖δ‖0.

定义k=‖β
︿
‖0=rank(B

︿),令‖δ‖0=‖β
︿
-β0‖0≤k+s.因此

(k-s)λ2 ≤
t2

c2
‖k+s‖0.

整理k和s的关系,我们得到k{λ2-
t2

c2
}≤s{λ2+

t2

c2
}.所以

k≤s(λ2+
t2

c2
)/(λ2-

t2

c2
)=s{1+

2t2

λ2c2-t2
}<s+1.

因此,‖β
︿
‖0≤s.

第二步的做法是基于第一步,假设‖β0‖0< ‖β
︿
‖0;那么丢失的真实相关系数的个数k=|‖β0‖0-

‖β
︿
‖0|≥1.所以我们有‖β

︿
‖0≥s-k和‖δ‖0≤‖β

︿
‖0+‖β0‖0≤2s.综合以上结论,有

Q(B
︿)-Q(B0)≥2-1c2‖δ‖22- 2st‖δ‖2-kλ2/2.

对所有j∈supp(β0)\supp(β
︿),有|δj|=|β0,j|≥b0.所以,‖δ‖2≥b0 k,综上,有

4-1c2‖δ‖2 ≥4-1c2b0 k ≥4-1c2b0 > 2st.
因此

Q(B
︿)-Q(B0)≥4-1c2‖δ‖22-kλ2/2≥4-1c2kb20-kλ2/2>0.

因为λ<b0c/2.所以,有supp(β0)⊂supp(β
︿),即s≤‖β

︿
‖0.结合 ‖β

︿
‖0≤s,我们得到‖β

︿
‖0=s,即rank(β

︿)=
rank(β0).
A.3 预测和估计损失

X(B
︿
-B0)的Frobenius范数

‖X(B
︿
-B0)‖F = ∑σ2(X(B

︿
-B0))= tr{(B

︿
-B0)'X'X(B

︿
-B0)}.

  我们考虑情况􀆠1=􀆠∩􀆠'(􀆠和􀆠'见式(11)和(12)),有‖δ‖0≤s,又由于上面刚证明的 A.2,且由于

Cauthy-Schwarz不等式,有

|n-1E'0X0δ|≤d1(n-1E'0X0)|∑(σi(B
︿)-σi(B0))|≤

471 中国科学技术大学学报 第50卷



(σ
n

+θ0)(2r* )‖δ‖1 ≤ s(
σ
n

+θ0)(2r* )‖δ‖2.

根据A.2中给出的‖β
︿
‖0=s,所以

Q(B
︿)-Q(B0)=2-1‖n-1X(B

︿
-B0)‖2F -tr{n-1E'X(B

︿
-B0)}+1/2(‖β

︿
‖0-s)λ2 ≥

2-1c2‖δ‖22-d1(n-1E'X)‖δ‖2 ≥2-1c2‖δ‖2-(
σ
n

+θ0)(s)(2r* )‖δ‖2.

从全局最优性β有2-1c2‖δ‖2-(
σ
n
+θ0)(s)(2r* )≤0,其中L2 估计和L∞估计的边界

‖β
︿
-β0‖∞ ≤ ‖β

︿
-β0‖2=‖δ‖2 ≤

2
c2
(σ
n

+θ0)(s)(2r* )≤
42sσ
c2 n

+
2c'2 slnn
c2 n

.

对Lm 估计损失当1≤m≤2,应用Holder不等式得到

‖β
︿
-β0‖m =(∑

n

j=1
|δj|m)1/m ≤ (∑

n

j=1
|δj|2)1/2)(∑

δj≠0
12/(2-m))1/m-1/2)=

‖δ‖2‖δ‖01/m-1/2 ≤2s1/m
1
c2
(σ
n

+θ0)(2r* )≤
4s(1/2+1/m)σ
c2 n

+
2c'2s1/m lnn

c2 n
.

最后,证明了Oracle预测损失的界.因为B
︿
是全局最优解,结合A.2的证明对􀆠1,有

2-1/2n-1/2tr{(B
︿
-B0)'X'X(B

︿
-B0)}≤ {n-1tr{E'X(B

︿
-B0)}-(‖β

︿
‖0-s)λ2/2}1/2 ≤

d1(n-1X'0E0)‖δ‖1 ≤ 2s
1
c
(σ
n

+θ0)(2r* )≤
22sσ
cn

+
c'2 2slnn

cn
.

这样就完成了n-1/2 标准化设计矩阵情况下的证明.
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