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共振怪波的预测

孟 勇

(宁波大学物理科学与技术学院,浙江宁波315211)

摘要:怪波是一种分布非常陡峭、存在时间极短、波峰峰值远高于周围的波浪的局域波.以(2+1)
维SK方程为例,运用Hirota双线性方法探究一种新型的怪波(共振怪波),该怪波的形成与lump
型孤子密切相关.当lump型孤子在双条纹孤子的影响下,只在一瞬间出现,然后立即消失,于是

lump型孤子就变成了怪波.并且通过理论计算和数形结合的方法求得怪波的运动轨迹、存在时间、
面积、体积等特征量.
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Abstract:Roguewaveisakindoflocalwavewithverysteepdistribution,veryshortexistencetime,and
whosepeakvalueismuchhigherthanthesurroundingwaves.Therefore,takingthe(2+1)-dimensional
SKequationasanexample,theHirotabilinearmethodwasusedtoexploreanewtypeofroguewave
(resonanceroguewave),whoseformationiscloselyrelatedtothelump-typesoliton.Whenthelump-type
solitonisundertheinfluenceofadouble-stripedsoliton,itwillappearonly momentarilyandthen
disappearimmediately,soitbecomesaroguewave.Andthecharacteristicquantitiessuchasthe
movementtrack,theexistencetime,theareaandthevolumeofthestrangewavewereobtainedbythe
methodoftheoreticalcalculationandthecombinationofnumberandshape.
Keywords:resonanceroguewave;(2+1)-dimensionalSKequation;trackofmotion;existencetime

0 引言

怪波,也称之为畸形波、凶波、杀人波、巨波,最
早发现于海洋之中,它是一种分布非常陡峭、存在时

间极短、峰值远高于周围波浪的局域波.也正因为它

“来无影、去无踪”和峰值高的特性,所以在突发时具

有强破坏性,从1826年最早记录的怪波事件起,时
有发生关于怪波引起的灾难报导[1-8].除此之外,怪
波不仅出现在海洋之中,而且也出现在非线性光学、
超流体、等离子体、冷原子凝聚等研究领域以及重要



的经济系统中[9-17].
由于孤子理论和实验的不断发展,推动了人们

通过非线性波理论建立的非线性模型对怪波的产生

和传播进行研究.类比孤立波,可以用孤子碰撞、呼
吸子碰撞产生的高振幅波解释怪波的形成.lump
型孤子作为一种在局限在全空间上的有理函数解,
已经越来越引起研究者的关注[18-21].文献[22]首次

发现一种新型怪波,当全部时间内可见的lump型

孤子在双条纹孤子的作用下突然出现又忽然消失,
于是lump型孤子就变成了怪波;该类型怪波被命

名为共振怪波.针对这种新型怪波,本文以(2+1)维
SK方程为例,利用 Hirota双线性方法得到了lump
孤子以及lump型孤子与双条纹孤子的作用解;并
且研究了共振怪波的若干动力学性质,以便更深入

地理解它.

1 (2+1)维SK方程的怪波解

(2+1)维SK方程为

ut=(uxxxx +5uuxx +
5
3u

3+5uxy)x -

5∫uyydx+5uuy +5ux∫uydx (1)

该方程被广泛地应用于物理学中的各个分支领域,
比如二维量子重力测量仪领域、共形场理论和非线

性科学Liouville流守恒方程.
为了方便求解式(1),首先对其进行变换

u=6(lnf)xx (2)
得到(2+1)维SK方程的双线性形式[23]:

(DxDt+5D2
y -D6

x -5D3
xDy)f·f=0 (3)

式中,D 是双线性算子.然后为了产生共振怪波,将
代表lump型孤子的代数解和代表双条纹孤子的双

曲函数解进行组合叠加,所以设f 的表达式为

f=ξ2+f0+k0cosh(θ) (4)
θ=k1x+k2y+k3t+k4 (5)

式中,f0,k0为待定常数,ξ2=ξ·ξ,ξ为一个关于常

矢量κ,p,ω,α的四维矢量,

ξ=xκ+yp+tω+α (6)
并标注

k00=α·α,k10=κ·α,

k11=κ·κ,k12=κ·p,

k13=κ·ω ,k22=p·p,

k23=p·ω ,k33=ω·ω,

    ……
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(7)

  再将式(4)~(7)代入式(3),整理化简为含有

x,y,t,sinh(θ),cosh(θ)的幂次多项式.并且令x,

y,t,sinh(θ),cosh(θ)各次幂前的系数为0,得到一

组代数方程组,从而求解出以下参数关系式:

k13=
5(k11k22-2k212)

k11
,

k23=-
5k12k22
k11

,k30=
5(k13k22-2k12k20)

k11
,k33=

25k222
k11

,

f0=-k00+
3k20k61k11+3k20k31k11k2+4k210k22-8k10k12k20+12k211k12+4k11k220

4(k11k22-k212)
,

k21=
2(-k12± k11k22)

3k11
,k2=

k1(k21k11+2k12)
2k11

,k3=
5k22-5k31k2-k61

k1

􀮦

􀮨

􀮧
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􀪁
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(8)

其中需要保证两个限制条件:

k11 ≠0,

k11k22-k212 ≠0 (9)

  最后将式(8)代入式(4)~(5),并利用式(2),就
得到了(2+1)维SK方程的怪波解.

此外,为了通过图像来观察该类型怪波的运动

情况,取式(8)中k21=
2(-k12+ k11k22)

3k11
,然后选

择如下参数:

k00=1,k10=2,k11=2,k12=1,

k20=1,k22=2,k0=5,k4=1  (10)

得到

f=2x2+2y2+50t2+2xy+10xt-

10yt+4x+2y+10t+
133
18+

5cosh 3
3x+

23
9y-

3
3t+1  (11)

  再运用式(2),画出共振怪波其不同时刻的3D
图(图1)和密度图(图2).
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图1 共振怪波的3D图

Fig.1 Three-dimensionalviewoftheresonanceroguewave

图2 共振怪波的密度图

Fig.2 Densitymapoftheresonanceroguewave
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  从图1和图2可以看出,lump型孤子在双条纹

孤子背景下忽然以极大的峰值出现,又很快消失.这
符合怪波的特征.

针对lump型孤子在双条纹孤子作用下表现出

来的瞬态性特征可以作如下的解释.在式(4)中将

cosh(θ)写成
eθ +e-θ

2
形式,有

f=ξ2+f0+
k0
2
(eθ +e-θ) (12)

式中,ξ2 作为幂函数在θ→±∞ 没有作为指数函数

e±θ 增长快,f 整体表现为指数函数.于是当θ→±∞
时,u表现为孤子解.而在θ→0时,e±θ→1,所以f
整体就表现为ξ2+f0 所代表的lump解,于是u 表

现为lump型孤子.但是当θ/→0时,lump型孤子就

会立刻消失,所以才有上述怪波现象的发生.

2 怪波的运动轨迹和存在时间

为了方便研究共振怪波的运动轨迹,在解的表

达式中将代表双条纹孤子的双曲函数部分排除,只
单独保留代表怪波的有理函数解的部分,即在式(4)
和式(8)中取k0=0,得

f=k11x2+k22y2+
25k222
k11

t2+

2k12xy-
10k12k22

k11 yt+

10(k11k22-2k212)
k11

xt+2k10x+

2k20y+
10(k13k22-2k12k20)

k11
t+

k210k22-2k10k12k20+3k211k12+k11k220
k11k22-k212

(13)

  再 利 用 式 (2)得 到 (2+1)维 SK 方 程 的

lump解:

u=
12k11
f -

24(k11x+k12y+k13t+k10)2

f2

(14)
  在式(14)中分别对x,y 求偏导数并且让偏导

数为0,得到3个驻点的坐标:

x1=-
5k22t
k11 +

k12k20-k10k22
k11k22-k212

(15)

y1=
10k12t
k11 +

k10k12-k11k20
k11k22-k212

(16)

x2=-
5k22t
k11 +

k12k20-k10k22
k11k22-k212

+3
k11k13

k11k22-k212
(17)

y2=
10k12t
k11 +

k10k12-k11k20
k11k22-k212

(18)

x3=-
5k22t
k11 +

k12k20-k10k22
k11k22-k212

-3
k11k13

k11k22-k212
(19)

y3=
10k12t
k11 +

k10k12-k11k20
k11k22-k212

(20)

  通过计算可得,在驻点 (x1,y1)处的 Hessian
矩阵和uxx 分别为

Δ=

􀆟2u(x,y)
􀆟x2

􀆟2u(x,y)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(x,y)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(x,y)
􀆟y2

(x1,y1)

=

64(k11k22-k212)5

3k412k611
>0 (21)

uxx(x1,y1)=-
8(k11k22-k212)2

k211k212
<0 (22)

而在驻点 (x2y2),(x3,y3)处 Hessian矩阵和uxx

分别为

Δ=

􀆟2u(x,y)
􀆟x2

􀆟2u(x,y)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(x,y)
􀆟x􀆟y

􀆟2u(x,y)
􀆟y2

(xi,yi)

=

(k11k22-k212)5

12k412k611
>0,i=2,3 (23)

uxx(xi,yi)=
(k11k22-k212)2

4k211k212
>0,i=2,3

(24)
所以u 在 (x1,y1)位置处有最大值,即波峰高度为

H =umax=
4(k11k22-k212)

k11k12
(25)

  然后在式(15)~(16)中,对时间t求导以及把

坐标表达式联立消去时间t得到波峰运动速度与波

峰的运动轨迹方程分别为

vx =-
5k22
k11

,vy =
10k12
k11

,

v= vx
2+v2

y =5
4k212+k222

k11

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(26)

y=-
2k12x
k22 -

k10k12k22+k11k20k22-2k212k20
k22(k11k22-k212)

(27)

  选择参数与式(10)相同,代入式(14)和(25)~
(27)得到

321第2期 共振怪波的预测



u1=6
y2-2x2+25t2-2xy-10xt-20yt-4x-2y-10t+2
(x2+y2+25t2+xy+5xt-5yt+5t+2x+y+3)2

(28)

H =umax=6 (29)

vx =5,vy =-5,v=52 (30)

y=-x-1 (31)
并画出lump型孤子(怪波)运动的轨迹图,如图3所示.

图3 lump型孤子(怪波)的不同时刻位置与运动轨迹图

Fig.3 Amapoflocationsandmotiontracksofalumpsoliton(aroguewave)atdifferentmoments

将怪波的轨迹方程式(31)代入式(11)中,并运用式(2)得到

u2=
6(4+

5
3cosh

(3
9x-

3
3t-

23
9 +1))

2x2+50t2+20xt+4x+20t+
133
18+5cosh(

3
9x-

3
3t-

23
9 +1)

-   

6(2x+10t+2+
5
3
sinh(

3
9x-

3
3t-

23
9 +1))2

(2x2+50t2+20tx+4x+20t+
133
18+5cosh(

3
9x-

3
3t-

23
9 +1))2

(32)

  然后画出不同时刻的图像(图4).从图4可以

看出当怪波从左条纹孤子运动到右条纹孤子后,最
高峰也就从左条纹孤子转移到右条纹孤子.于是将

t=-15代入式(32),并通过ux=0得到条纹孤子的

最大高度 ,h=0.5229173416.因此在式(32)中
令 ,u2 =0.5229173416,画出x-t 图像,如图5
所示.

421 中国科学技术大学学报 第50卷



图4 共振怪波不同时刻的x-u图像

Fig.4 x-uimagesofresonanceroguewavesatdifferenttimes

图5 u2=0.5229173416时x-t图像

Fig.5 Thegraphofx-twhenu2=0.5229173416

  从图5中可以看出共振怪波大致出现在t=
-11,而消失在t=11左右,然后通过作图法(图6)
更精确地得到怪波存在的时间为

t=11.7568310-(-11.0015028)=22.7583338
(33)

图6 通过不断试探画出时间图像与图5交汇,

得到怪波出现与消失的时刻

Fig.6 Thetimewhenthewaveappearedanddisappeared
wasobtainedbydrawingtheintersection

ofthetimeimageandFig.5

3 怪波的有效面积和有效体积

孤立子作为非线性系统中最重要的基本激发,
在FPU实验[24]中可以看成分布在有限范围内携带

能量的振动模式.于是类比于振子的共振曲线的半

宽度概念[25],定义这种新型怪波的有效面积为其峰

值高度一半所对应的面积.
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将t=0代入式(28)中,得到

u3=6
y2-2x2-2xy-4x-2y+2
(x2+y2+xy+2x+y+3)2

(34)

因为峰值为6,所以将u3=3代入式(34)中,得到

6
y2-2x2-2xy-4x-2y+2
(x2+y2+xy+2x+y+3)2

=3 (35)

通过有效面积方程式(35)计算出有效面积以及对应

的有效体积分别为

Seff=3.723219159 (36)

Veff=15.66988572 (37)

  然后可以画出有效面积和有效体积的截面图

像,如图7所示.从图7(a)中可以看出深蓝色的椭

圆形区域就是代表着共振怪波的有效面积,而在图

7(b)中从高耸的怪波沿y 轴的分布可以观察到整

个波峰截面几乎被上文中所定义的粉红色的有效面

积截面所占据.这说明本文通过半宽度所定义的怪

波的有效面积和有效体积的正确性.

图7 (a)在x-y平面中的有效面积,(b)有效体积在y轴方向上的截面

Fig.7 Theeffectiveareainthex-yplane(a)andthecrosssectionoftheeffectivevolumeinthey-axisdirection(b)

4 结论

本文通过Hirota双线性方法探究共振怪波,该
怪波的形成源于lump型孤子在双条纹孤子的作用

下,只能在短时间内可见.针对这种现象,可以解释

为,由于时间的变化导致式(12)中θ 的不同,造成

f 中主要部分的变化.并且求出了怪波的若干特征

量,尤其是存在时间、有效面积、有效体积,这是以往

文献[22,26-29]没有讨论过的,这对今后研究怪波

出现时间、持续时长以及所含能量大小的计算都有

指导性的意义.需要指出的是,本文没有对怪波高度

随时间的变化规律做具体细致的研究,希望在以后

的研究中进行这方面的探讨.
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