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齐次树和完全图上具有合作机制的接触过程的极限定理
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摘要:分别从底图为齐次树和完全图的情形给出了具有合作机制的接触过程的若干极限定理.首先
得出了齐次树下具有合作机制的接触过程在给定点、给定时刻的极限方程的解;并利用微分方程不动
点的思想,得到合作机制参数β的临界值;然后更换底图为完全图,研究完全图上具有合作机制的接
触过程,得到了在给定时刻维数趋于无穷时的患病点密度;最后回顾了经典机制下的接触过程(即取

β=0作为具有合作机制的接触过程的一种特例),并推导出了其患病点数目的极限函数.
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Abstract:Severallimittheoremsforcontactprocesseswithcooperationmechanismsweregivenfromthe
casewherethebasemapsarehomogeneoustreesandcompletegraphs.First,thesolutionofthelimit
equationofthecontactprocesswiththecooperationmechanismwasobtainedunderthehomogeneoustree
atagivenpointandagiventime.Next,bymeansoftheideaofthefixedpointofthedifferentialequation,
thecriticalvalueofthecooperationmechanismparameterβwasobtained.Then,changingthebasemapto
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0 引言
本文考虑的齐次树和完全图上具有合作机制

的接触过程是经典接触过程的推广.经典接触过程
有如下定义:图上的经典接触过程是状态空间为
{0,1}的连续时间马氏过程,即图的每个顶点处于
状态0或1.处于状态1的点以速率1变为0,处于
状态0的点以正比于邻居中状态1的点的数目的速
率变为1,其比例系数为λ,称为状态变化的速率.等
待事件发生所需的时间服从指数分布,该分布中的
参数即为速率.此过程在文献[1]中首次提出.文献
[2-3]给出了经典接触过程研究的详细综述.

关于经典接触过程的推广一直是近年的研究
热点[4-5],而具有合作机制的接触过程也是经典接触
过程的推广,此类接触过程已由前人在整数格点上
进行研究,本文则在齐次树和完全图上研究.
0.1 齐次树上具有合作机制的接触过程模型

首先引入齐次树Td 上的具有合作机制的接触
过程,其中Td 是指d 维图,或称图的度为d,即图
上的每一个顶点均有d+1个相邻顶点(以下简称
“邻居”)的齐次树.本文所关注的具有合作机制的

接触过程{ηt,t≥0},其状态空间为E={0,1}T
d
.

下面我们引入该接触过程的一些参数符号:
∀x∈Td,ηt(x)表示t时刻时x 点的状态;x~y



表示y 为x 的邻居;λ 为一固定常数,称为传染参
数,且0≤λ≤1;β表示合作机制参数.

若取某一点x,其转移机制为
1→0,速率:1;

0→1,速率:∑
y:y~x

[λ
d+1+β

d2∑
z:z~y

η(z)]η(y). 
其中,y 为x 的邻居,y 的周围除了x 之外还有d 个
邻居.由于考虑的是图的度d 趋于无穷的情况,所
以我们对两个参数做了适当的尺度变换,取合作机

制的比例系数为β
d2.

我们用ηx 表示状态构型η 只在x 点处发生变
化,数学表达式为

ηx(y)= η(y),y≠x;
1-η(y),y=x. 

  于是根据上述转移机制,我们所研究过程的生
成元Ω 如下:任取状态空间E 上的函数f,∀x∈
E,设β(x,η)代表在合作机制的η状态下在x 处发
生变化的速率,即
β(x,η)=                   

1,η(x)=1;

∑
y:y~x

[λ
d+1+β

d2∑
z:z~y

η(z)]η(y),η(x)=0. 
于是,Ωf(η)=∑

x∈Td
β(x,η)[f(ηx)-f(η)].

根据上述生成元,直观上此过程演化机制如
下:在t时刻,处于状态1的点以速率1变为0;一个
状态为1的点使一个状态为0的邻居变为1的速率

为
λ

d+1+
kβ
d2,其中k代表该状态为1的点周围还有

k个邻居为状态1.可以将此过程解释为传染病模
型[6-10],其状态空间中1代表患病,0代表健康.那
么,一个给定的患病点就以参数为1的指数时间恢复
健康;一位给定患病个体传染一位给定健康个体的速

率为
λ

d+1+
kβ
d2,k 代表给定患病个体周围还有k 个

患病邻居.
特别的,当β=0时,上述过程退化为齐次树上

的经典接触过程[7-9],经典接触过程疾病存活概率的
相关临界值讨论见文献[11-14].
0.2 完全图上具有合作机制的接触过程

我们将过程换为底图为完全图Cn 上的接触过
程,该图上每一个顶点均有n-1个邻居.状态空间

依然为{0,1}C
n,转移速率为

1→0,速率:1;
0→1,速率:

   ∑
y:y ~x

[λ
n-1+ β

n(n-1)∑z:z~y
ηt(z)]ηt(y)











(1)
  类比齐次树上的生成元,我们可以得到完全图上
该过程的演化机制:在t时刻,处于状态1的点以速
率1变为0,一个给定状态为1的点使一个给定状态

为0的点变为状态1的速率为
λ
n+

kβ
n(n-1)

,其中k

代表该状态为1的点周围还有k个邻居状态为1.
直观上,我们也可以将该过程解释为传染病模

型[15],其状态空间中1代表患病,0代表健康.那么,
一个给定的患病点以参数为1的指数时间恢复健
康;一个给定的患病个体传染给一个给定健康个体

的速率为
λ
n +

kβ
n(n-1)

,k 代表给定患病个体周围

还有k个患病邻居.
下面引入该过程的一些符号:Pn(ηt(r)=1)表

示t 时刻点r 处于状态1的概率;At 表 示{x:
ηt(x)=1};|A|表示A 中点的个数;Xn

t 表示n 个
点的完全图上t时刻处于状态为1的点的个数.

特别的,当β=0时,上述过程退化为完全图上
的经典接触过程[16-17].

1 过程结论
虽然在图中每个点的地位都是相等的,但是出

于下面研究的方便,我们选一个根节点r,其分支出
来的子代有d+1个,没有父代;其他顶点均有1个
父代,d 个子代.

引理1.1 设有点r,x,y,z,其中y~r,z~y,
Pd(ηt(r)=1)为在d 维图上t时刻根节点r仍为状
态1的概率,则Pd(ηt(r)=1)满足以下方程:

d
dtPd(ηt(r)=1)=-Pd(ηt(r)=1)+

∑
y:y~r

λ
d+1

Pd(ηt(y)=1,ηt(r)=0)+

β
d2∑

y:y~r
∑

z:z~y
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1,ηt(r)=0).

  定理1.1 设初始所有节点全部为状态1,f(t)
是下述微分方程的解,
d
dtf
(t)=f(t)[-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1],

f(0)=1  
(2)

则有下述结论:任给t≥0,任意x∈Td,有
lim
d→+∞

Pd(ηt(x)=1)=f(t).
  由常微分方程基本理论[18],方程(2)的解是唯
一的.

由于有定理1.1的结论,对于度很高的图,我们
就以f(t)近似视作刻画过程在t时刻的存活概率.
那么就能以f(t)是否趋于0作为一种近似判断疾
病灭绝的方法.这一方法称作平均场方法,是物理
学中研究传染病的重要工具[19-22].

因此我们引入合作机制临界值βc 的定义:
βc=sup{β:lim

t→∞
f(t)=0}.

  定理1.2 满足微分方程
d
dtf
(t)=f(t)·

[-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1]的合作机制参数

β的临界值βc 为

βc=(1-λ+1)2,λ<1;
βc=1,λ=1;
βc 不存在,λ>1.
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  定理1.3 在具有合作机制的n 个点的完全图
上,初始时刻处于状态1的点的密度为1.t时刻后,

处于状态1的点的密度有如下结论:X
n
t

n
收敛于yt,

记作
Xn

t

n
P
→yt,

其中,yt 是下述微分方程的解,
d
dtyt=λyt(1-yt)+β(yt-

1
n
)(1-yt)yt-yt,

y0=1.  
  定理1.4 在经典机制下,假设初始时刻齐次
树上只有根节点一个点为状态1.给定t时刻时,当
维数趋于正无穷后,处在状态1的点的数目趋于
e(λ-1)t,即

lim
d→+∞

Eμ→1|At|=e(λ-1)t.

2 结论证明

2.1 引理1.1的证明
在一个齐次树图上,设有点r,x,y,z,其中y~

r,z~y,设f(η)=η(r).若x≠r,f(ηx)-f(η)=
ηx(r)-η(r)=0;若x=r,f(ηx)-f(η)=ηx(r)-
η(r)=1-η(r)-η(r)=1-2η(r).

所以得到Ωf(η)=β(r,η)[1-2η(r)].
又因为
1-2η(r)=             

-1,η(r)=1;
1,η(r)=0; =-1{η(r)=1}+1{η(r)=0},

代入上式可以得到
Ωf(η)=β(r,η)[1-2η(r)]=
(-1{η(r)=1}+1{η(r)=0})β(r,η)=

-1{η(r)=1}×1+1{η(r)=0}×β(r,η).
所以我们得到了该情形下Ωf(η)的表达式:
Ωf(η)=-η(r)+              

∑
y:y~r

[λ
d+1η

(y)+β
d2∑

z:z~y
η(y)η(z)](1-η(r)).

  由Hille-Yosida定理[24],有
d
dtS
(t)f(1

→)=E1→Ωf(ηt)=

-ηt(r)+∑
y:y~r

[λ
d+1ηt(y)+

β
d2∑

z:z~y
ηt(y)ηt(z)](1-ηt(r))=

-Pd(ηt(r)=1)+

∑
y:y~r

λ
d+1

Pd(ηt(y)=1,ηt(r)=0)+

β
d2∑

y:y~r
∑

z:z~y
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1,ηt(r)=0).

最终得到了在合作机制下有关于患病点的微分
方程:

d
dtPd(ηt(r)=1)=-Pd(ηt(r)=1)+

∑
y:y~r

λ
d+1

Pd(ηt(y)=1,ηt(r)=0)+

β
d2∑

y:y~r
∑

z:z~y
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1,ηt(r)=0).

2.2 定理1.1的证明
要想证明lim

d→+∞
Pd(ηt(x)=1)=f(t),需首先

证明lim
d→∞

Pd(ηt(r)=1)=f(t).
设fd(t)=Pd(ηt(r)=1),Ty1

为在合作机制

下从零时刻起y 首次尝试感染r的时刻;Tr 为在合
作机制下从零时刻起r 首次尝试感染y1 的时刻;
Ty2

为在合作机制下从零时刻起y 首次尝试感染z
的时刻;Tz 为在合作机制下从零时刻起z首次尝试
感染y 的时刻.设事件A 表示在T 时刻内r和y,z
均不相互感染.

由于y 对r 的感染不止依赖于自身的感染能
力,还依赖于合作机制下y 的邻居的感染能力.所
以经过尺度变换后,可以认为Ty1

,Tyr
,Ty2

和Tz

均服从参数为
λ
d+

β
d

的指数分布,其中
λ
d

代表自身

的感染能力,β
d

代表邻居的感染能力.那么,

P(A)=                   
P(Ty1 ≥T,Tr ≥T,Ty2 ≥T,Tz ≥T)=

P(Ty1 ≥T)P(Tr ≥T)P(Ty2 ≥T)P(Tz ≥T)=

e-4(
λ

d+1+
β
d)T.

即给定时刻T 时,当树的度趋于无穷时,lim
d →∞

P(A)=
1,所以认为 T 时刻内r,y 和z 互相传染的概率
为0.

设ε为一无穷小量,则P(A)≥1-ε,P(A)≤
ε.根据过程的运行机制,在A 事件发生时,即在T
时刻内y,z不互相传染,那么它们则更容易独立地
恢复健康,在T 时刻ηt(y)=1,ηt(r)=0的概率会
变小,那么我们可以得到

Pd(ηt(y)=1,ηt(r)=0)≥
Pd(ηt(y)=1,ηt(r)=0,A)=

P(A)Pd(ηt(y)=1,ηt(r)=0|A)=
P(A)Pd(ηt(y)=1|A)Pd(ηt(r)=0|A)

(3)
且
Pd(ηt(r)=0|A)≥Pd(ηt(r)=0)=1-fd(t)

(4)
又由于

Pd(ηt(y)=1|A)=
Pd(ηt(y)=1,A)

P(A) ≥

Pd(ηt(y)=1,A)≥Pd(ηt(y)=1)-P(A),
所以

Pd(ηt(y)=1|A)≥       
max{Pd(ηt(y)=1)-P(A),0} (5)

  将式(4)和(5)带入式(3)中可得
Pd(ηt(y)=1,ηt(r)=0)≥

(1-ε)(Pd(ηt(y)=1)-ε)(Pd(ηt(r)=0)-ε)=
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(1-ε)(fd(t)-ε)(1-fd(t)-ε).
  同理上述推导过程,我们也可以得到

Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1,ηt(r)=0)≥
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1,ηt(r)=0,A)=

P(A)Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1,ηt(r)=0|A)≥
(1-ε)(fd(t)-ε)2(1-fd(t)-ε).

于是,对∀ε≥0,d 充分大后,带入引理1.1得到的
微分方程,有
d
dtfd(t)≥-fd(t)+         

λ(1-ε)(fd(t)-ε)(1-fd(t))+
β(d+1)

d
(1-ε)(fd(t)-ε)2(1-fd(t)).

  现在我们设一个新 的 函 数 Hδ(t),它 满足
d
dtHδ(t)=-Hδ(t)+λ(1-δ)Hδ(t)(1-Hδ(t))+

β(1-δ)H2
δ(t)(1-Hδ(t)),当δ 减小时,Hδ(t)

增大.
再设f(t),它满足

d
dtf
(t)=f(t)[-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1],

f(0)=1.  
  当δ 趋于0时,lim

δ→0
Hδ(t)=f(t).所以,对

∀δ≥0,Hδ(t)≤f(t),即 H(t)=lim
δ→0

Hδ(t)存在.
下证 H(t)=f(t).
为计算以上微分不等式,我们引入一个新模

型,其机制如下:在树状图上,患病点不再相互感
染,一旦痊愈永久康复,即λ=0.P 代表t时刻任意
一点O 仍然患病的概率;T 代表O 点恢复健康所需
的时间.我们现在已知的结论有以下两条:

①P≤fd(t);
②t 时刻,O 点 仍 然 患 病 ⇔P=P(T≥t)

=e-t.
于是联立以上两式,我们可以得到

fd(t)≥e-t.
即

e-t ≤fd(t)≤1 (6)
所以

fd(t)-ε=fd(t)(1-


fd(t)
)≥fd(t)(1-


e-t
).

则微分方程可化为
d
dtfd(t)≥-fd(t)+λ(1-ε)fd(t)·

(1-
ε
e-t
)(1-fd(t))+

β(d+1)
d

(1-ε)f2
d(t)(1-

ε
e-t
(1-fd(t)).

那么对∀δ≥0,∃ε,s.t.(1-ε)(1-
ε
e-t
)≥1-δ;且

对于一个充分大的d,有
d+1
d
(1-

ε
e-t
)(1-ε)≥1-δ.

对于这样的ε,当d 充分大时,得到

d
dtfd(t)≥-fd(t)+λ(1-δ)fd(t)(1-fd(t))+

β(1-δ)f2
d(t)(1-fd(t)).

所以,当d 充分大时,fd(t)≥Hδ(t).于是,
H(t)=lim

δ→0
Hδ(t)≤lim

d→+∞
fd(t).

  下面利用f(t)和H(t)满足的微积方程具有相
同形式解来证明f(t)=H(t).

由于f(t)满足以下的公式:
d
dtf
(t)=f(t)[-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1],

因此想要进一步求解,需首先对λ进行分类讨论:
①当λ≠1时,方程可化简为

(1
f(t)-

-βf(t)+(β-λ)
-βf2(t)+(β-λ)f(t)+(λ-1)

)·

d
dtf
(t)=λ-1,

进行进一步的拆分和化简,方程可表示为

(1
f(t)-

1
2

-2βf(t)+(β-λ)
-βf(t)2+(β-λ)f(t)+(λ-1)

+

1
2

β-λ
-βf(t)2+(β-λ)f(t)+(λ-1)

)·

d
dtf
(t)=λ-1.

可以看出,f(t)满足形式是指数和反正切函数构成
的解析式.于是此解析式可表示为

f(t)=K(λ,β,f(t));
f(0)=1. 

同理可知,Hδ(t)满足
Hδ(t)=M(λ(1-δ),β(1-δ),Hδ(t)).

令δ→0,即 H(t)=lim
δ→0

Hδ(t),则可以得到

H(t)=M(λ,β,H(t));
H(0)=1. 

  由于函数f(t),H(t)的初值相等,且其对应表
达式相同,所以f(t)=H(t)得证.

所以f(t)=H(t)=lim
δ→0

Hδ(t)≤lim
d→+∞

fd(t),

即f(t)=lim
d→+∞

fd(t),lim
d→∞

Pd(ηt(r)=1)=f(t)

得证.
②当λ=1时,是上述推导的特殊情况,易证也

成立 f(t)=lim
d→∞

Pd (ηt(r)=1).所 以 f(t)=

lim
d →∞

Pd(ηt(r)=1)得证.
完成了lim

d→∞
Pd(ηt(r)=1)=f(t)的证明后,下

面我们接着证明lim
d →∞

Pd(ηt(r)=1)=f(t).
根据过程的运行机制,ηt(r),ηt(y),ηt(z)是正

相关的,即在y,z 都患病的条件下,会增加r 患病
的概率.所以我们可以得到

Pd(ηt(r)=0|ηt(y)=1,ηt(z)=1)≤
Pd(ηt(r)=0).

两边同乘Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1),得到
Pd(ηt(r)=0,ηt(y)=1,ηt(z)=1)≤

Pd(ηt(r)=0)Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1).
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  设Ty 是从0时刻起,考虑所有合作机制,y 首
次尝试感染z 的时刻,经过尺度变换后可知,Ty~

exp(
λ

d+1+
β
d2·d)=exp(

λ
d+1+

β
d
).

同理,Tz 表示从0时刻起,考虑所有合作机制
下,z 首次尝试感染y 的时刻,经过尺度变换后有

Tz~exp(
λ

d+1+
β
d
).

同理下极限的证明,我们定义事件Ad:{Ty>
T,Tz>T},则lim

d →∞
Pd(Ad)=lim

d →∞
e-2(

λ
d+1+

β
d)=1.即

在度很大的齐次树中,T 时刻内y 与z 互相传染的
概率近似为0.

为进一步计算,我们对下式做如下变换:
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1)=        

Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1|Ad)Pd(Ad)+
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1|Ad)Pd(Ad)=

Pd(ηt(y)=1|Ad)Pd(ηt(z)=1|Ad)Pd(Ad)+
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1|Ad)Pd(Ad).

因为lim
d →∞

Pd(Ad)=0,lim
d →∞

Pd(Ad)=1,所以对任意

>0,d 充分大时,上式可化简为
Pd(ηt(y)=1,ηt(z)=1)=        
Pd(ηt(y)=1|Ad)Pd(ηt(z)=1|Ad)≤

Pd(ηt(y)=1)Pd(ηt(z)=1)+.
带入引理1.1中的微分方程,得到
d
dtfd(t)≤-fd(t)+λfd(t)(1-fd(t))+

β
d2
(d+1)d(1-fd(t))(f2

d(t)+).

  因为fd(t)≥e-t(在式(6)已给出证明),所以

f2
d(t)+ε≤f2

d(t)(1+
ε
e-2t
).

对∀δ≥0,取ε 使得1+
ε
e-2t≤1+

δ
2
,当d 充分大

时,有d+1
d
(1+

δ
2
)≤1+δ.所以微分方程可化简为

d
dtfd(t)≤-fd(t)+λfd(t)(1-fd(t))+

β(1+δ)(1-fd(t))f2
d(t).

f(t)仍同在证明下极限时的定义,满足
d
dtf
(t)=f(t)[-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1],

f(0)=1. 
  此时我们再设一个新的函数gδ(t),它满足
d
dtgδ(t)=-gδ(t)+λgδ(t)(1-gδ(t))+

βg2
δ(t)(1-gδ(t)).

则对∀d,有 fd (t)≤gδ(t),所 以lim
d →∞

fd (t)≤
gδ(t).而当δ趋于0时,lim

δ→0
gδ(t)=g(t).同理下极

限中的证明方法,可以得到g(t)=f(t).
所以lim

d →∞
fd(t)=f(t),即lim

d →∞
Pd(ηt(r)=1)=

f(t)得证.
综上所述,上下极限相等,所以极限存在,且极

限值为lim
d →∞

Pd(ηt(r)=1)=f(t),定理1.1得证,即

f(t)=lim
d →∞

Pd(ηt(r)=1)对∀t≥0成立,其中f(t)
是下述微分方程的解,
d
dtf
(t)=f(t)[-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1],

f(0)=1. 
2.3 定理1.2的证明

下面我们将从微分方程
d
dtf
(t)=f(t)[-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1]

出发,寻找f(t)的非零不动点.此非零不动点即是
该疾病的极限存活概率,此时对应的β 即是我们想
要的临界值βc.

不难发现,β的变化会与λ 有关,以下我们将通
过讨论λ的范围来进一步讨论β.

观察微分方程易知f(t)=0是微分方程的一
个解;下面通过分析函数

L(f(t))=-βf(t)2+(β-λ)f(t)+λ-1
的根,找出微分方程另外的解.

(Ⅰ)当0≤λ≤1,L(f(t))的判别式Δ=0时,
λ=2β-β,配方后可以得到(β-1)2=1-λ,所
以有

β1=(1-λ+1)2,β2=(1- 1-λ)2.
  下面我们将按照β≤β2,β=β2,β2≤β≤β1,β=
β1,β≥β1 进行分类讨论,通过判断方程的不动点与

β的大小之间的关系来判断β的临界值:
①β=β1.
此时函数L(f(t))的判别式等于0,该函数有

两个实根x1=0,x2=1-
1

β1
≥0.所以从f(t)=1

出发,lim
t→+∞

f(t)=x2>0,此时疾病以正概率存活.
②β=β2.
此时函数L(f(t))的判别式等于0,该函数有

两个实根x1=0,x2=1-
1

β2
≤0.所以从f(t)=1

出发,lim
t→+∞

f(t)=0,此时疾病不存活.
③β2≤β≤β1.
此时函数L(f(t))的判别式小于0,该函数仅有

一个实根x1=0.所以从f(t)=1出发,lim
t→+∞

f(t)=
0,此时疾病不存活.

④β≤β2.
由③可知,在β2≤β 时,疾病已不存活,所以在

β≤β2 时疾病一定也不存活.
⑤β>β1.
此时函数L(f(t))的判别式大于0,该函数有

三个实根x1=0,x2,x3.根据韦达定理,可以得到两

根之积为x2x3=
1-λ
β
>0,两根之和x2+x3=1-

λ
β
>0.所以这两根为正数,设x2<x3.那么,从

f(t)=1出发,lim
t→+∞

f(t)=x3,此时疾病以正概率

x3 存活.
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综上所述,当λ<1时,β≥β1,lim
t→+∞

f(t)>0,疾
病以正概率存活;β<β1,lim

t→+∞
f(t)=0,疾病灭绝,所

以βc=β1=(1-λ+1)2 是一个临界值.
(Ⅱ)当λ=1 时,L(f(t))的 判 别 式 Δ=

(β-1)2.下面对β进行讨论:
①β=1.

此时Δ=0,微分方程变为
d
dtf

(t)=-f(t)3,

L(f(t))仅有一个实根x1=0.那么,从f(t)=1出
发,lim

t→+∞
f(t)=0,此时疾病不存活.

②β>1.
此时Δ>0,则L(f(t))有三个实根x1,x2,x3,

其中x1=0.根据韦达定理,可以得到两根之积为

x2x3=0,两根之和x2+x3=1-
λ
β
>0.所以,这两

根中一个为正根,一个为零根.设x2=0,x3>0,则
无论从(0,1)的任一点出发,lim

t→+∞
f(t)=x3>0.所

以在β>1时,疾病以正概率存活.
③β<1.
则Δ<0,这个时候合作机制的效应小于患病点

恢复健康的效应,所以疾病一定会灭绝.
综上所述,当λ=1时,β≤1,lim

t→+∞
f(t)=0,疾

病灭绝;β>1,lim
t→+∞

f(t)=x3,疾病以正概率存活,

即βc=1是一个临界值.
(Ⅲ)当λ>1时,对于L(f(t)),此时判别式大

于0,一定存在两实根;根据韦达定理,可以得到两

根之积为x2x3=1-
λ
β
,两根之和x2+x3=1-

λ
β
<0.所以,这两根中一个为正根,一个为负根,设

x2< 0,x3> 0.那么,无论从(0,1)的任一点出
发,lim

t→+∞
f(t)=x3.此时疾病均以正概率存活,临界

值βc 不存在.
证毕.

2.4 定理1.3的证明
我们假设初始条件是具有合作机制的n 个点

的完全图上,状态为1(即患病)的点的密度为
Xn

t

n =

1.那么,该完全图具有下述转移速率:
①Xn

t→Xn
t+1:患病个体增加一个的现象,一

部分依赖于该个体周围患病邻居个数以及还剩多
少健康邻居可供传染,另一部分依赖于合作机制.
所以经过尺度变换,此时转移速率为
λ
n
(n-Xn

t)Xn
t + β

n(n-1)
(Xn

t -1)(n-Xn
t)Xn

t.

  为计算方便,我们将上述转移速率化简为

nλ
Xn

t

n
(1-

Xn
t

n
)+β(

Xn
t

n -
1
n
)(1-

Xn
t

n
)Xn

t.

设Xn
t=x,则有

F1(x)=λx(1-x)+β(x-
1
n
)(1-x)x.

  ②Xn
t→Xn

t-1:类似地,设Xn
t=x,则有

F-1(x)=x.
  下面我们引入依赖密度的人口马氏过程的
定义.

定义2.1[23] 下述过程称为依赖密度的人口马
氏过程:在一维情形中,{Xn

t,n=1,2,…}是一列马
氏过程,状态空间是E={0,1,2,3,…}.事先给定

A⊆E,设l∈A,则Xn
t→Xn

t+l的速率为nFl(
Xn

t

n
),

即当前在x,跳转到x+l的速率为qn(x,x+l)=

nFl(
x
n
).Fl:l∈A,是一些事先给定的函数,映射区

域为[0,+∞)→[0,+∞).
定理2.1给出了依赖密度的人口马氏过程满足

的大数定律.
定理2.1[23] 设Xt

n 即定义2.1中依赖密度的
人口马氏过程,且Xn

0=nx0,x0∈[0,+∞).当n →

∞时,X
n
t

n
依概率收敛于yt,这里yt 是以下微分方程

的解:
d
dtyt=∑

l∈A
l×Fl(yt),

y0=x0.  
其中,∑

l
Fl(yt)满足Lipschitz条件.

由于完全图中的函数Fl 与定理2.1中的函数

Fl 相差一个
1
n

的常系数,所以我们只需要证明在函

数增加一个高阶无穷小的情况下,该定理依然是成
立的即可.即若马氏过程 Xn

t→Xn
t+l的转移速率

为nFl(
Xn

t

n +on (1)),定 理 2.1 依 然 成 立 (其

中,lim
n→∞

on(1)=0).
为实现证明,我们首先引入一个新的模型,初

始条件依然是所有点的状态都为1,转移速率改变
如下:

① Xn,ε
t → Xn,ε

t +1:F1,ε(x)=λx(1-x)+
βx(1-x)max{0,(x-ε)};

②Xn,ε
t →Xn,ε

t -1:F-1(x)=x.

当n 充分大时,使 1
n-1≤ε

,即n≥ε+1.则有

nz-1
n-1≥z-ε.

在耦合意义下,可以实现

Xn
t ≥Xn,ε

t (∀t) (7)

  由定理2.1,可以得到
Xn,ε

t

n
依概率收敛yt,ε.这

里yt,ε 是下述微分方程的解:
d
dtyt,ε =λyt,ε(1-yt,ε)+

   βyt,ε(1-yt,ε)max{0,(yt,ε -ε)},
yt,ε =1.











所以对∀ε,有yt,ε≤yt.因此,联立得到
Xn,ε

t

n
P
→yt,ε,

Xn
t

n ≥
Xn,ε

t

n .

所以lim
n→∞

Xn
t

n ≥yt,ε.
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下面我们接着引入第二个模型:初始条件依然
为所有点都为状态1,设t 时刻的状态为Zn,ε

t ,令
z=Zn,ε

t ,得到转移速率如下:
①Zn,ε

t → Zn,ε
t +1:G1,ε(z)=λz(1-z)+

βz(1-z)(z+ε);
②Zn,ε

t →Zn,ε
t -1:G-1(z)=z.

在耦合意义下,有
Xn

t ≤Zn,ε
t (8)

同理,由定理2.1可得,Zn,ε
t 依概率收敛于Zt,ε,其

中Zt,ε 是下述微分方程的解:
d
dtZt,ε =λZt,ε(1-Zt,ε)+

   βZt,ε(1-Zt,ε)(Zt,ε +ε)-Zt,ε,
Z0,ε =Z0

n,ε =1.











同理可得
Zn,ε

t

n
P
→Zt,ε,

Zn,ε
t

n ≥
Xn

t

n .

所以lim
n→∞

Xn
t

n ≤Zn,ε
t .

将上述两个新模型对完全图的度n 取极限可
以得到Zn,ε

t =yt=yt,ε.
综上所述,定理1.3得证.
注2.1 下面给出依概率收敛以及耦合式(7)

和(8)证明.
要证lim

n→∞
P(|Xn

t-yt|>)=0,即

lim
n→∞

P(Xn
t -yt >)+lim

n→∞
P(Xn

t -yt <-)=0.
我们将此式的两项分别处理.

先证第一项:因为有
Zn,ε

t

n ≥
Xn

t

n
,所以对∀δ,

P(Xn
t >yt+)≤P(Zn,δ

t >yt+).

取δ充分小后,使Zt,δ<yt+

2
,对这样的δ,有

P(
Zn,δ

t

n >yt+)≤P(
Zn,δ

t

n >Zt,δ +

2
).

  又因为
Zn,δ

t

n
依概率收敛到Zt,δ,所以

lim
n→∞

P(|
Zn,δ

t

n -Zt,δ|>

2
)=0,

lim
n→∞

P(
Zn,δ

t

n >Zt,δ +

2
)=0,

所以我们得到
lim
n→∞

P(Xn
t -yt >)≤P(Zn,δ

t >yt+)=

lim
n→∞

P(
Zn,δ

t

n >Zt,δ +

2
)=0.

  因此,lim
n→∞

P(Xn
t-yt>)=0.第一项等于0

得证.

再证第 二 项:同 理,因 为 有
Xn

t

n ≥
Xn,ε

t

n
,所 以

对∀δ,
P(Xn

t <yt-)≤P(Xn,δ
t <yt-).

  取δ充分小后,使 Xt,δ>yt-

2
,对这样的δ,

P(
Xn,δ

t

n <yt-)≤P(
Xn,δ

t

n <Xt,δ-

2
).

又因为
Xn,δ

t

n
依概率收敛到Xt,δ,所以

lim
n→∞

P(|
Xn,δ

t

n -Xt,δ|>

2
)=0,

lim
n→∞

P(
Xn,δ

t

n >Xt,δ +

2
)=0,

即lim
n→∞

P(Xn
t-yt<-)≤lim

n→∞
P(

Xn,δ
t

n <yt-)≤

P(
Xn,δ

t

n <Xt,δ-

2
)=0.

因此,lim
n→∞

P(Xn
t-yt<-)=0,第二项等于0

得证.
所以综上所述,

lim
n→∞

P(|Xn
t -yt|>)=0.

  下面讨论Xn
t 与Xn, 的耦合,我们分成如下两

种情况进行讨论:
①Xn

t=Xn,
t 时,

(Xn
t,Xn,

t )

→ (Xn
t +1,Xn,

t +1),速率:nF1,(
Xn,

t

n
);

→ (Xn
t +1,Xn,

t ),速率:n[F1(
Xn

t

n
)-F1,(

Xn,
t

n
)];

→ (Xn
t -1,Xn,

t -1),速率:Xn
t =Xn,

t .
  ②Xn

t≠Xn,
t 时(此时一定成立Xn

t≥Xn,
t +1),

(Xn
t,Xn,

t )

→ (Xn
t +1,Xn,

t +1),速率:nF1(
Xn

t

n
);

→ (Xn
t,Xn,

t +1),速率:nF1(
Xn,

t

n
);

→ (Xn
t -1,Xn,

t ),速率:Xn
t;

→ (Xn
t,Xn,

t -1),速率:Xn,
t .

不论①或②,都有Xn
t>Xn,

t .所以在耦合意义下,式
(7)成立.同理式(8)成立.
2.5 定理1.4的证明

要想证明lim
d→+∞

Eμ→1|At|=e(λ-1)t,我们首先证

明lim
d →∞

Eμ→1|At|≤e(λ-1)t.
同前面证明的假设,我们可以得到

d
dtEμ→1|At|=

d
dtEμ→1f(ηt) (9)

而

Eμ→1Ωf(ηt)=Eμ→1[∑
x∈Td

[-ηt(x)+

λ
d+1∑y:y~x

ηt(y)(1-ηt(x))]]=

Eμ→1[∑
x∈Td

(-ηt(x))+

λ
d+1∑x∈Td

∑
y:y~x

ηt(y)(1-ηt(x))]=

E(-|At|+
λ

d+1∑x∈Td
∑

y:y~x
1{y∈At}1{x∉At}

)=
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E(-|At|+
λ

d+1∑
y∈Td
∑

x:x~y
1{y∈At,x∉At}

)=

E(-|At|+
λ

d+1∑y∈At
∑

x:x~y,x∉At

1).

所以带回式(9)可得
d
dtEμ→1|At|=-Eμ→1|At|+

λ
d+1

E(∑
y∈At

∑
x:x~y,x∉At

1)≤

-Eμ→1|At|+
λ

d+1
(d+1)Eμ→1|At|.

  解此微分不等式,便可解得Eμ→1|At|≤e(λ-1)t,
即lim

d →∞
Eμ→1|At|≤e(λ-1)t.

接着,我们再证明lim
d →∞

Eμ→1|At|≥e(λ-1)t.首先,

给出树结构的重要性质:设A∈Td 是一个点集,A
={x:x∉A,∃y∈A,s.t.x~y},那么可以得到如
下定理.

定理2.2 |A|(d-2)+2≤|A|≤|A|d.
证明 ①|A|=1满足该定理;②若|A|=k,即

A 中含有k个点该定理也成立.
下面证明③|A|=k+1时定理成立:设B 中含

有A 中的k 个点,另一点为x,即 A=B∪x,则
|B|≥k(d-2)+2;又因为x∈B,于是|A|≥
|B|+(d-1)-1,即有

|A|≥ (k+1)(d-2)+2.
  该定理得证.

推广到某时刻的点集At 也满足定理2.2,所以
我们可以得到
d
dtEμ→1|At|=             

-Eμ→1|At|+
λ

d+1
E(∑

y∈At
∑

x:x~y,x∉At

1)≥

-Eμ→1|At|+
λ

d+1
Eμ→1[|At|(d-2)+2]=

Eμ→1|At|(
λ

d+1
(d-2)-1).

  求解上述微分不等式,解得

Eμ→1|At|≥e(
λ

d+1
(d-2)-1)t.

  令 d→ + ∞,得 到 Eμ→1|At|≥e(λ-1)t,即
lim
d →∞

Eμ→1|At|≥e(λ-1)t.
定理1.4得证.
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