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摘要:定义了X-强Gorenstein投射模,证明了一个模是X-Gorentein投射的当且仅当其是某个X-
强Gorenstein投射模的直和项.并讨论了X-强Gorenstein投射模的其他一些性质.部分结论推广

或加强了强Gorenstein投射模的一些结果.
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isX-GorensteinprojectiveifandonlyifitisadirectsummandofsomeX-stronglyGorensteinprojective
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0 引言

作为 有 限 生 成 投 射 模 的 推 广,Auslander和

Bridger[1]在双边 Noether环上定义了 G-维数为0
的模,利用此模类,类似于投射维数定义了模的

Gorenstein维数,推广了 Auslander-Buchbaum 方

程,并证明了一个双边的 Noether环是 Gorenstein
环当且仅当该环上的所有有限生成模的Gorenstein

维数有限.Enochs和Jenda[2]对一般环上的一般模

定义了Gorenstein投射模和Gorenstein投射维数.
Christensen[3]证明了 Noether环上有限生成模是

Gorenstein投射模当且仅当它是G-维数为0的模.
这样,Gorenstein同调代数逐渐建立和发展起来.经
过几十年的发展,关于Gorenstein同调代数的研究

已经达到了很高的水平,研究的范围也在不断地扩

大.一些经典同调代数中的结果都在Gorenstein同



调代 数 中 均 有 相 应 的 结 果 (参 见 文 献 [4-6]),

Gorenstein同调模及其相关的同调维数均是相对同

调代数,特别是 Gorenstein同调代数的重要研究

对象.
本文假设环R 为一个带有单位元的结合环,R-

模 均 指 左 R-模.Bennis 和 Ouarghi[7] 介 绍 了

X-Gorenstein投射模,统一了一些重要的同调模

类,包 括 经 典 的 投 射 模、Gorenstein投 射 模 和 强

Gorenstein平坦模[8]等,其中X为包含投射模类的

左R-模类.用 R-Mod表示所有左 R-模构成的范

畴,分别用P(R)和GP(R)表示所有投射左R-模
和Gorenstein投射左R-模构成的类.本文关于“左
模”的结果均有相应的“右模”结果.

定义0.1 设 X是一个包含所有投射模的左

R-模类,左R-模G 被称为X-Gorenstein投射模,如
果存在下述正合列

P:=… →P1 →P0 →P0 →P1 → …
对任意的 X∈X,HomA(P,X)仍是正合的,且G≅
Ker(P0→P0).

注 0.1 ① 取 X 为 投 射 左 R-模 类,则

X-Gorenstein投射模即为Gorenstein投射模.
② 取X为平坦左R-模类,则X-Gorenstein投

射模即为强Gorenstein平坦模[8].
③ 取X为左R-模类,则X-Gorenstein投射模

即为经典的投射模.
下面我们将定义X-强Gorenstein投射模,讨论

了X-强Gorenstein投射模的一些简单性质,并得到

一个左R-模是X-Gorenstein投射模当且仅当它是

某个X-强Gorenstein投射的直和项.

1 X-强Gorenstein投射模

下面的定义实际上是文献[9]中强Gorenstein
投射模的一个推广的情形.

定义1.1 设 X是一个包含所有投射模的左

R-模类,左R-模G 被称为X-强Gorenstein投射模,
如果存在下述正合列

P:=… →P →P →P →P → …
使得对任意的 X∈X,均有 HomA(P,X)仍然是正

合的,且G≅Ker(P→P),其中正合列P称为G 的

一个X-强完全投射分解.
注1.1 ① 若取X为P(R),则X-强Gorenstein

投射模即为通常的强Gorenstein-投射模.
② 每个X-强Gorenstein投射模是X-Gorenstein

投射模.反过来,一般情况下,X-Gorenstein投射模

未必是 X-强 Gorenstein投射模(参见文献[9,例

2.13],此时X取投射左R-模类).
命题1.1 每一个投射模都是X-强Gorenstein

投射模.
证明 设P 是一个投射左R-模,考虑如下的正

合列

P:=… →P 􀱇P
f
→P 􀱇P

f
→P 􀱇P → …

(x,y)→ (0,x)
则Kerf=Imf≅P.

对于一个左R-模 X∈X,用HomR(-,X)函子

作用上述的正合列,可得如下交换图:

因为交换图中下面一行是正合的,从而得到上

面一行亦正合,故命题得证.
对 于 任 意 的 左 R-模 M,M 的 X-维 数 定 义

为X-dim(M)=Inf{n|存在X-分解0→Xn→… →
X1→X0→M→0,其中每个 Xi∈X,i=0,1,2,…,

n},若没有这样的n 存在,我们称 M 的 X-维数为

∞,记为X-dim(M)=∞.类似于强Gorenstein投射

模的性质,关于 X-强 Gorenstein投射模的等价刻

画,我们有

命题1.2 M∈R-Mod,则下列表述等价:

①M 是X-强Gorenstein投射模;

②存在短正合列0→M→P→M→0,其中P∈
P(R).且对任意的X∈X,均有ExtnR(M,X)=0,

n>0;

③存在短正合列0→M→P→M→0,其中P∈
P(R).且对任意具有有限X-维数的R-模X',均有

ExtnR(M,X')=0,n>0.
证明 根据 X-强 Gorenstein投射模的定义,

①⇒②,③⇒①是显然的.
只需证②⇒③.
设X-dim(X')=m<∞.由定义知存在正合列

0→Xm →Xm-1 → … →X1 →X0 →X'→0,
其中Xi∈X,i=1,…,m.所以此时有ExtnR(M,

Xm)=0,n>0.又由维数转移法可知,对任意的

j>0,0= Extm+j
R (M,Xm)≅ExtjR (M,X').故

ExtnR(M,X')=0,n>0.
命题1.3 若{G}i∈I 为一簇 X-强 Gorenstein
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投射模,则􀱇i∈IGi 是X-强Gorenstein投射模.
证明 假设对每个i∈I,Gi 均是一个 X-强

Gorenstein投射模,则对每个Gi,均存在一个X-强
完全投射分解,设为Pi.容易证明􀱇i∈IPi是􀱇i∈IGi

的一个 X-强完全投射分解,从而根据定义1.1,

􀱇i∈IGi 是X-强Gorenstein投射模.
命题1.4 一个左R-模 M 是X-Gorenstein投

射的,当且仅当它是某个X-强Gorenstein投射模的

直和项.
证明 由于X-强Gorenstein投射模是X-投射

模,根据文献[10,命题2.6],X-投射模类是保直和

项的,因而我们只需证明必要性.
令M 是一个X-Gorenstein投射模,则存在一个

X-完全投射分解:

P:=… →P1
dP
1
→P0

dP
0
→P-1

dP
-1
→P-2 → …

使得M≅Im(dP
0).

对于任意的m∈Z,记∑
m

P为利用正合列P通

过增加指标m 而得到的正合序列,其中 (∑
m

P)i =

Pi-m ,微分d∑
m

i

P=dP
i-m .

现考虑如下正合序列:

Q=􀱇
m ∈Z

(∑
m

P)=… →Q=􀱇Pi
􀱇dPi
→

Q=􀱇Pi
􀱇dPi
→Q=􀱇Pi

􀱇dPi
→ …

因为Im(􀱇di)≅􀱇Imdi,所以M 是Im(􀱇di)的
直和项.

对于任意的X∈X,有

Hom(Q,X)=Hom(􀱇
m ∈Z

(∑
m

P),X)≅

∏
m ∈Z
Hom(∑

m

P,X).

  由于对每个m∈Z,Hom(∑
m

P,X)均是正合的,

因而Hom(Q,X)也是正合的.因此,Q 是􀱇Imdi

的一个X-强完全投射分解,故􀱇Imdi 是一个X-强

Gorenstein投射模,而 M 是其一个直和项.命题

得证.
回想一个R-模类C称为投射预解类指的是对

于一个R-模短正合列0→A→B→C→0,若C∈C,
则A∈C 当且仅当 B∈C.一般的,由所有 X-强

Gorenstein投射模构成的类不是投射预解类.事实

上,假设所有X-强Gorenstein投射模构成的类是投

射预解类.设 M 是X-Gorenstein投射的而非X-强

Gorenstein投射的(这样的模是存在的),于是由上

述命题,存在X-投射R-模N 使得N􀱇M 为一个X-
强Gorenstein投射模,根据命题1.3,T=M􀱇N􀱇
M􀱇N􀱇…是X-强Gorenstein投射的,考虑正合列

0→M→M􀱇T→T→0,由于 M􀱇T≅T,从而有正

合列 0→M →T →T →0,故 M 是 一 个 X-强

Gorenstein投射模,矛盾! 我们有如下的结果:
命题1.5 设0→N→M→Q→0为R-Mod中

的一短正合列,且Q 为一投射左R-模,则N 为X-强

Gorenstein投射模当且仅当 M 为X-强Gorenstein
投射模.

证明 必要性:如果 N 为X-强 Gorenstein投

射模,则 根 据 命 题 1.3,M ≅N 􀱇Q 为 X-强

Gorenstein投射模.
充分性:若M≅N􀱇P 为X-强Gorenstein投射

模,则存在正合列0→N􀱇Q→P→N􀱇Q→0,其中

P 为一投射左R-模.考虑N􀱇Q→P 和N􀱇Q→N
的推出图:

由于 N 是 X-Gorenstein投 射 模(它 是 X-强

Gorenstein投射模的直和项),所以利用第三列,可
得Q'是X-Gorenstein投射模,从而Ext1R(Q',Q)=
0.于是,正合列0→Q→P→Q'→0是可裂的,故Q'
是投射模.现考虑Q'→N􀱇Q 和N→N􀱇Q 的拉

回图:

于是得到正合列0→N→Q″ →N→0且Q″是投射
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模.由于 N 是 X-Gorenstein投射模,故对任意的

T∈X和所有的i≥1,均有ExtiR(N,T)=0.从而根

据命题1.2②,N 是一个X-强Gorenstein投射模.
注1.2 根据上述命题充分性的证明,若有R-

Mod中的可裂短正合列0→A→B→C→0,且有B
是 X-强 Gorenstein投 射 的,C∈X,则 有 C 是 投

射的.
命题1.6 设R 为交换环,Q 为投射R-模.若

M 是X-强Gorenstein投射模,则 M􀱋RQ 也是X-强

Gorenstein投射模.
证明 若M 为X-强Gorenstein投射模,由定

义知存在短正合列0→M→P→M→0,其中P∈
P(R),且对任意的 X∈X,i>0,ExtiR(M,X)=
0.故可得下述短正合列

0→M 􀱋RQ →P 􀱋RQ →M 􀱋RQ →0,
又因为R 为交换环,所以P􀱋RQ∈P(R).

则对任意的i>0,X∈X,均有

ExtiR(M 􀱋RQ,X)≅Hom(Q,ExtiR(M,X))=0.
故由X-强Gorenstein投射模的等价命题知 M􀱋RQ
也为X-强Gorenstein投射模.

命题1.7 设 K 是一个域,且R 是一个交换

K-代数.若Q 是一个可数生成自由左R-模,则 M
是X-强Gorenstein投射模当且仅当M􀱋RQ 是X-强

Gorenstein投射模.
证明 必要性利用命题1.6可得.
下证 充 分 性.因 为 M 􀱋RQ 是 一 个 X-强

Gorenstein投射R-模,故存在正合列0→M􀱋RQ→
P →M􀱋RQ→0,其中P 是投射R-模.考虑由P →
M􀱋RQ 和M􀱋R(Q􀱇Q)→M􀱋RQ 得到的拉回图:

由命题1.5可知T 是X-强Gorenstein投射的,且有

正合列0→M􀱋RQ􀱋RQ→T􀱋RQ→P􀱋RQ→0.因
Q 是可数生成自由模,从而有

Q 􀱋RQ=lim
→
(Q 􀱋Rn)≅Q,

于是有正合列0→M􀱋RQ→T􀱋RQ →P􀱋RQ→0.
考虑正合列0→M→T→C→0,利用函子-􀱋RQ

作用,得到C􀱋RQ≅P􀱋RQ 是投射的,因此由文献

[11]中第二节的定理3得到C 是投射的.再由命题

1.5可知 M 是X-强Gorenstein投射的.
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